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Prodlogo

En términos muy generales, puede decirse que esta tesis es un estudio de la incorporacion a la
metodologia estadistica de algunas ideas basicas de geometria euclidea. Mdas concretamente, con la
excepcién parcial del ultimo capitulo, la tesis gira en torno a ciertos conceptos de geometria convexa
examinados desde el punto de vista estadistico.

La nocién de convexidad es, sin duda alguna, una de las ideas centrales en matematicas, com-
parable por su importancia a conceptos como continuidad, diferenciabilidad u orden. La restriccion
de convexidad aplicada a conjuntos del espacio euclideo R% es muy intuitiva y da lugar, en varias
ramas de la matematica, a resultados clasicos de gran belleza y utilidad. Su tnico inconveniente
es el hecho de que para muchas aplicaciones resulta demasiado restrictiva. Sin embargo, de mane-
ra analoga a lo que sucede con otros conceptos matematicos centrales, la convexidad extiende sus
dominios mas alla de si misma, en el sentido de que uno puede renunciar a la restriccion estricta
de convexidad manteniendo alguna de sus propiedades importantes y trabajando con ella. Este es
exactamente el enfoque que se ha desarrollado en este trabajo. En las introducciones de los capitulos
se pueden encontrar resimenes mas detallados del contenido y aportaciones de cada uno de ellos.
A continuacién esbozamos una breve panoramica general del trabajo desde el punto de vista de las
propiedades geométricas que se han utilizado.

La propiedad de volumen polinomico.

Asi, el capitulo 2 toma como punto de partida la propiedad de “volumen polinémico” de los
conjuntos convexos. Esta propiedad, probada por Steiner a mediados del siglo XIX, establece que
el volumen de la dilatacién B(S,r) de un conjunto convexo compacto S C R?, considerado como
una funcién del factor de dilataciéon r, es un polinomio de grado d, cuyos coeficientes tienen una
interpretacién muy directa en términos de las propiedades geométricas (medida de la frontera,
curvatura,...) del conjunto . A lo largo del siglo XX se han obtenido algunas generalizaciones de este
resultado (por ejemplo, Federer| (1959)) que estén estrechamente vinculadas con avances decisivos en
la teoria geométrica de la medida. En el capitulo 2 “aislamos” esta propiedad de volumen polinémico,
considerando la clase de conjuntos (mucho mds amplia que la clase de los conjuntos convexos) que
tienen volumen polindmico, al menos en un cierto intervalo [0, R). Nuestra conclusién principal es
que esta clase de conjuntos (que estudiamos en los casos d = 2 y d = 3) es lo bastante sencilla como
para permitir una estimacién paramétrica (con procedimientos estdndar de méxima verosimilitud
y método de momentos) de algunos funcionales importantes como, por ejemplo, la medida de su
frontera.

La propiedad de hiperplano soporte.

Otra propiedad esencial de los conjuntos convexos cerrados (que de hecho los caracteriza cuando
son de interior no vacio) es la existencia de un hiperplano soporte en todo punto de su frontera.
El capitulo 3 es el resultado de “aislar” esta propiedad en una versién generalizada en la que el
hiperplano (o més bien su correspondiente semiespacio exterior) es reemplazado por un cono finito
de altura h y amplitud fija p (en el caso convexo tendrfamos p = m y h = o0). Denominamos



conjuntos p, h-cono convexos a los que satisfacen esta condicién de “cono exterior”, reminiscente
de la propiedad convexa de hiperplano soporte. En realidad esta propiedad de cono-convexidad, en
una version algo més general, ya fue considerada por Poincaré y Zaremba, a principios del siglo XX,
en relacién con la solucion del cldsico problema de Dirichlet. Nuestro uso aqui es completamente
diferente, mucho més préximo a la geometria estocéstica, en la que se ha estudiado durante muchos
afios las propiedades del cierre convexo de una muestra finita de puntos en R?. En nuestro caso, hemos
definido de manera natural el cierre cono-convexo y hemos analizado sus propiedades asintéticas y
su implementacion practica como estimador del soporte S del cual se suponen extraidos los puntos
muestrales. Como una interesante propiedad adicional de caracter probabilistico, la clase de los
conjuntos p, h-cono convexos resulta ser una clase de Glivenko-Cantelli.

La distancia de Hausdorff entre conjuntos considerada como distancia funcional.

El capitulo 4 estd algo més alejado de las nociones generalizadas de convexidad pero, aun asi,
incide en el uso estadistico de una herramienta geométrica, que tiene especial relieve en la geometria
convexa: la llamada distancia de Hausdorff (o de Hausdorff-Pompeiu) dg entre conjuntos compactos
de R?. Esta distancia ha sido muy utilizada en teorfa de fractales, andlisis de imagenes, conjuntos
aleatorios y teorfa de la aproximacién. Nuestra propuesta sobre el uso de dy estd mas cerca a
esta ultima aplicacion. En el contexto de regresién o clasificacién con datos funcionales, definimos
una métrica “visual” entre funciones basada en la distancia de Hausdorff entre los correspondientes
hipografos. Estudiamos las propiedades de este espacio métrico demostrando, en particular, que es
completo, separable y localmente compacto. Discutimos las implicaciones del uso de este espacio
en problemas de clasificacién funcional supervisada. El estudio de algunos problemas con datos
de espectrogramas (de masas o de resonancia magnética) muestra que la distancia propuesta es
especialmente adecuada (cuando se compara con las distancias tradicionales entre funciones) en
problemas de clasificacién.

Publicaciones basadas en el contenido de esta tesis:

1. Berrendero, J.R., Cholaquidis, A., Cuevas, A. y Fraiman, R. (2013). A geometrically motivated
parametric model in manifold estimation. Aparecera en Statistics.
DOI:10.1080,/02331888.2013.800264. Published online: 30 May 2013.

[Corresponde basicamente al contenido del capitulo 2 de la tesis].

2. Cholaquidis, A., Cuevas, A. y Fraiman, R. (2014). On Poincaré cone property. Aparecerd en

The Annals of Statistics.

[Corresponde bésicamente al contenido del capitulo 3 de la tesis].
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo introduciremos la notacién que serd utilizada en la tesis y presentaremos un
breve repaso de las principales definiciones y resultados necesarios para la lectura de los siguientes
capitulos.

1.1. Sobre la estimacion de conjuntos

El término estimacion de conjuntos refiere al problema estadistico de reconstruccién de un con-
junto desconocido, que usualmente denotaremos S, a partir de una muestra de vectores aleatorios
Xi,..., X, cuya distribucion estd relacionada con S de algiin modo. Dicho conjunto puede ser, por
ejemplo, el soporte de una distribucién, el borde de la misma, o un conjunto de nivel de una densidad
con soporte S. Asimismo, como veremos en el capitulo dos de la presente tesis, la estimacién de
conjuntos aborda problemas como la estimacién del volumen del borde del mismo, su caracteristica
de Euler, la integral de la curvatura media, etc. El estimador natural, en el caso méas simple en el
que S es convexo, es la envolvente convexa de los puntos. Dicho estimador fue el primero estudiado,
para subconjuntos del plano, por Renyi y Sulanke, (ver Rényi y Sulanke (1963 [1964))). Resultados
recientes referentes a la estimacién del perimetro de un conjunto convexo pueden encontrarse en
Braker y Hsing| (1998)). En 1980 Devroye y Wise, interesados en la deteccién del comportamiento
anormal de un sistema, propusieron un estimador de S que es consistente para cualquier conjunto
(ver Devroye y Wise| (1980)). Si bien dicho estimador es general no es posible obtener, por tal moti-
vo, tasas de convergencia. En este capitulo veremos diferentes restricciones de forma que permiten
debilitar la hipétesis de convexidad (es decir considerar familias mds grandes) pero adin asi obtener
tasas de convergencia para los estimadores.

1.1.1. Conceptos basicos y resultados previos de la estimacion de con-
juntos

A efectos de facilitar la lectura de los siguientes capitulos vamos a introducir en la presente
seccién las definiciones y resultados necesarios. Si bien las definiciones que daremos a continuacién
son para espacios métricos, en general consideraremos subconjuntos del espacio R?, dotado con el
producto interno usual y norma euclidea, que denotaremos (-, -) y ||-|| respectivamente. Dado S C R¢,
S denota la clausura de S mientras que int(S), S¢y 9S denotan el conjunto de puntos interiores, el
complemento, y el borde respectivamente. En general denotaremos B(z,7) = {y € R?: ||y —z| < r}
y Sf ={z e R"": [lzf =1}.
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Distancia entre conjuntos

Para estimar un conjunto debemos tener alguna nocién de distancia que nos permita evaluar
la proximidad entre conjuntos. Dicha nociéon dependerd de las particularidades que estemos intere-
sados en estudiar. Utilizaremos mayormente la distancia en medida, y la distancia de Hausdorff,
ya que son las que frecuentemente se estudian en la teoria de la estimacién de conjuntos y que se
complementan en cuanto a la informacién que nos aportan respecto a la proximidad de los conjuntos.

Distancia de Hausdorff.

Definicién 1.1. Sea (E,d) un espacio métrico, sean A y C subconjuntos de F, la “distancia” de
Hausdorff entre A y C se define como:

dg (A, C) = méx { sup d(a,C), supd(c, A)}, (1.1)
acA ceC
siendo
d(z,C) = inf {d(z,c) : c € C},

donde convenimos en que inf ) = co.

Observemos que la distancia de Hausdorff mide la proximidad entre los puntos de A y los de C
por lo tanto basta modificar la posicion de un punto para que la misma se vea afectada. Es claro
que (1.1)) no define una distancia en el sentido usual, ya que si alguno de los conjuntos A o C no
son acotados, puede tomar el valor infinito. M4s atin, puede valer 0 (por ejemplo: dz (S, S)) sin que
ambos sean iguales. No obstante, si nos restringimos a subconjuntos compactos de el espacio métrico
E, dy esta bien definida y es una distancia en el sentido usual.

Definicién 1.2. Sea A un subconjunto no vacio, de un espacio métrico (F,d). El conjunto paralelo

abierto de radio € > 0 de A, que denotaremos: B(A,¢), se define como:

E(Aa) ={zx e FE:d(z,A) <e}.
Anélogamente definimos:

Definicién 1.3. Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico (E, d). El conjunto paralelo
cerrado de radio € > 0 de A, que denotaremos: B(A,¢), se define como:

B(A,e)={z € E:d(z,A) <¢}.

Si bien la notaciéon empleada anteriormente es usual en la literatura, en ambas definiciones el
conjunto A no es considerado como un punto de un espacio métrico, es conveniente aclarar que
B(A,¢) no se corresponde con la notacién usual de bola con centro en A y radio e.

Teniendo en cuenta estas definiciones es sencillo ver que, para A y C no vacios, la distancia de
Hausdorff es equivalente a:

dy(A,C)=if{e>0: ACB(Cie) y CCB(Ae)).

Definicién 1.4. Sean A y C subconjuntos de R?. La suma de Minkowski, que se denota usualmente
con el simbolo @, se define como:

ApC={a+c:a€ A, ceC},
y la resta, que se denota con el simbolo &, como:
AoC={z:{z}aC C A}.

Para A\ > 0 definimos
AC ={Xc:ceC},
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por lo tanto, si denotamos B = B(0,1) entonces
B(A,e) = A®eB.

Es inmediato verificar que, para A y C subconjuntos compactos, la distancia de Hausdroff es equi-
valente a:
da(A,C)=mf{e¢>0: ACC®eB y CC A®eB}.

Distancia en medida.

En general utilizaremos el espacio de medida (R?, B, ) donde B denota la sigma &lgebra de
Borel en R? y 1 la medida de Lebesgue. En algunos casos nos sera de interés tomar otra medida,
por ejemplo la distribucién Px de una variable aleatoria X, con soporte en cierto conjunto S C R%.

Definicién 1.5. Consideremos el espacio de medida (R, B,v). Sean A y C pertenecientes a B con
medida v finita. La distancia en medida entre A y C se define como

d,(A,C) =v(AAC),
donde AAC denota la diferencia simétrica entre A y C, esto es:
AANC = (A\C)U (C\ A).

Es facil ver que el hecho de que dos conjuntos estén préximos en distancia en medida no implica
que lo estén en distancia de Hausdorff, y reciprocamente, que lo estén en distancia de Hausdorff
tampoco implica que lo estén en medida. Aunque d,, no es obviamente una distancia en el espacio de
los conjuntos compactos, puede convertirse en distancia si se identifican (al cocientar por la relacién
de equivalencia: A ~ B si v(A) = v(B)) los compactos que difieren en un conjunto de medida cero.

Teniendo en cuenta las métricas antes definidas, podemos hablar de tasas de convergencia
de un estimador S, de un conjunto S. Se puede demostrar por ejemplo que si S es convexo
dp(Sy,S) = 0((log(n)/n)1/d) (ver IDimbgen y Walther| (1996)), donde S,, denota la envolven-
te convexa de los puntos. Dicho resultado se puede mejorar imponiendo restricciones de regularidad

en el borde de S, y obtener asf dy(S,,S) = O((log(n)/n) 2/(d+1)). Si queremos obtener velocidades
de convergencia, es necesario imponer restricciones de forma sobre los conjuntos. Por otro lado, a los
efectos précticos la convexidad puede resultar demasiado restrictiva. En la siguiente seccién veremos
algunas restricciones de forma usuales en la literatura de estimacion de conjuntos.

Geometria de los conjuntos

En esta seccién presentaremos algunas definiciones que, inspiradas en la idea de conjunto conve-
x0, buscan generalizarlo. Se puede ver que un conjunto S, cerrado, con interior no vacio es convexo
si para cada x € 95 podemos tomar un punto y (que depende de z) tal que el producto interno
(y —x,8) <0 para todo s € S. Es decir, el conjunto S se puede obtener como la interseccién de los
complementos de los semiespacios incluidos en S°¢.

Conguntos r-convezros y condicion de rodamiento libre.

La definicién de conjunto r-convexo estd motivada por la idea antes expuesta, cambiando hi-
perplanos por bolas de un radio fijo r. Algunos resultados referentes a la estimacién de dichos
conjuntos pueden encontrarse en |[Rodriguez-Casal| (2002, 2006)), Pateiro-Léopez| (2008]) y en |Walther
(1999, 11997)).

Definicién 1.6. Diremos que un conjunto compacto S C R? es r-convexo (r > 0) si S = C,.(5),

siendo
Co(S) = N B(x,r)°. (1.2)
{B(m,r):B(m,r)ﬂS:@}

10
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Se puede demostrar (ver |Walther| (1999))) que:

C.(S) = N B.

{S’CB7 B es r—convexo}

Definicién 1.7. Sea S C R? compacto, diremos que una bola de radio r rueda libremente por S¢
si para todo x € 0S5 existe una bola B, de radio r tal que z € 0B, y B, NS = 0.
De forma andaloga se define la condicién de rodamiento libre por S.

En (Cuevas y otros| (2012) se prueba que la clase de los subconjuntos de R? para los cuales
rueda por su complemento una bola de radio r incluye a la clase de los subconjuntos r-convexos.
Observemos que, si S tiene interior no vacio, en el caso limite en que 7 = oo obtenemos conjuntos
convexos. Se puede ver que, utilizando la notacién anterior, un conjunto S C R es r-convexo si
S = (S & rB) © rB. Una propiedad interesante de los conjuntos r-convexos, (que no cumplirdn
los conjuntos cono convexos que definiremos méas adelante) es que la envolvente r-convexa de S
(es decir el menor r-convexo que lo contiene) coincide con la interseccién de los complementos de
las bolas abiertas que no cortan al conjunto. Si ademas de ser S r-convexo, lo es S¢, el orden de
convergencia (en distancia en medida y Hausdorff) de la envolvente r-convexa de la muestra es

d . . .
(’)(( log(n)/ n) 2/ +1)). Es decir, obtenemos el mismo orden que para conjuntos convexos cuyo borde
cumple condiciones adicionales de regularidad. Lo llamativo de dicho resultado es que la clase de
los conjuntos r-convexos es mucho mas amplia que la de los conjuntos convexos.

Definicién 1.8. Sea S C R? tal que S € B, diremos que S es estdndar respecto de una medida de
Borel v si existe A > 0y § > 0 tal que:

V(B(J;,e) N S) > 5u(B(x,5)) paratodo z €S, 0<e <A\,
donde p denota la medida de Lebesgue en R,

Definicién 1.9. Definimos la funcién A — 5 (S), para A > 0
¥A(A) = (S© AB) @ \B,
P_A(A) = (A® AB) © \B.
Donde B = B(0,1). La funcién ¢, se llama granulometria de A.
Definicién 1.10. Diremos que un conjunto compacto A C R? pertenece al modelo regular de Serra
B A=(A®eB)5eB=(A5eB)®ecB paraalgin e > 0.

Un estudio detallado de estas dos iltimas definiciones y su aplicacién al andlisis de iméagenes
puede encontrarse en |Serral (1982)) y en [Walther| (1999)). Si bien, como observamos anteriormente,
la clase de conjuntos para los cuales rueda una bola de radio 7 es més grande, el Teorema siguiente
(cuya demostracién puede encontrarse en Walther| (1999))) nos dice que si dicha condicién la verifica
ademas el complemento del conjunto, ambas clases coinciden.

Teorema 1.11. Sea S # () un subconjunto de R?, supongamos que S es compacto y conexo por
caminos, sea rg > 0. Son equivalentes:

(i) ¥Yx(S) = S para A € (—ro,70];
(ii) S y S¢ son ro-convezos y int(S) # 0;

(iii) una bola de radio r rueda libremente por S y S¢ para todo 0 < r < ry;

11
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(iv) S es una d-1 subvariedad de R? de clase C' cuyo vector normal saliente n(s) en s € 9S
satisface la siguiente condicion de Lipschitz:

1
In(s) — n(®)|| < T—||s — t|| para todo s,t € OS.
0

Mads ain, para algin rg > 0, las condiciones anteriores son equivalentes a
(v) S pertenece al modelo regular de Serra.

Conjuntos con alcance positivo.

El concepto de alcance de un conjunto fue definido en [Federer| (1959)), aqui simplemente presen-
taremos su definicién y algunas propiedades, puede encontrarse un estudio muy completo del mismo
en Thale| (2008), en |Colesanti y Mansellil (2010)) y en [Federer| (1959).

Siguiendo la notacién de Federer| (1959), dado un conjunto S C R? compacto, denotamos Unp(S)
al conjunto:

Unp(S) = {z € R? : existe una tnica proyeccién £g(z) sobre S},

es decir, £g(x) es el punto en S que minimiza d(zx, S).

Definicién 1.12. Sea S C R? definimos:

reach(S)(z) =sup {r > 0: B(z,r) C Unp(S)},
reach(S) =1nf {reach(S)(z) : z € S}.

Se puede demostrar (véase [Pateiro-Lopez (2008)) que si S es cerrado no vacio, tal que una
bola de radio r rueda libremente por S y S¢ entonces el alcance de S es mayor o igual que 7.
Asimismo en (Cuevas y otros (2012) se demuestra que si un conjunto tiene alcance r es r-convexo; se
presenta ademads un ejemplo de un conjunto r-convexo que no tiene alcance r. En dicho trabajo se
demuestra que, con la hipétesis adicional de conectividad local interior un conjunto r-convexo tiene
alcance positivo, aunque no necesariamente r. Una conjetura de K. Borsuk no resuelta atn establece
que los conjuntos r-convexos son localmente contractibles (es decir homotépicamente equivalentes
a un punto). Recordemos que (ver Observacién 4.15 en [Federer| (1959)) un conjunto con alcance
positivo es localmente contractible por lo tanto, si un conjunto r-convexo tuviese alcance positivo,
la conjetura serfa cierta.

Es interesante observar que, a diferencia de lo que sucede con los conjuntos r-convexos, no es
posible definir, para cualquier conjunto, el menor conjunto con alcance mayor o igual que un cierto
r (ver |Colesanti y Manselli| (2010)) que lo contiene, mds adin, cuando tal conjunto existe, coincide
con la envolvente r-convexa del mismo.

Relacion entre dg y d,,.

Como dijimos anteriormente no es cierto en general que .S, LN Sn & S asi como tampoco
se verifica, en general, el reciproco. Sin embargo, como veremos a continuacion, si agregamos algunas
hipétesis adicionales se pueden probar resultados como los anteriores. En [Cuevas y otros (2012) se
demuestra el siguiente resultado:

Teorema 1.13. Sea {S,} una sucesion de subconjuntos de R, compactos no vacios. Sea v una
medida de Borel tal que v(C) < oo para todo conjunto compacto C, consideremos S compacto no
vacio tal que v(0S) = 0. Si dg(0S,,05) = 0 y du(Sn,S) — 0 entonces d, (S, S) — 0.

Teorema 1.14. Sea {S,} una sucesion de subconjuntos de R?, compactos no vacios. Supongamos
que los conjuntos S, son estdndar respecto de una medida de Borel v (para el mismo X\ y &, ver
Definicion @ Supongamos que S es estdndar respecto de v (para algin X' y ¢&').

Si d,(Sp,S) — 0 entonces dg(Sp,S) — 0

12
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Demostracion. Supongamos por reduccién al absurdo, que no se cumple la tesis, tenemos dos casos:
1. existe € > 0y yn, € Sy, tal que B(y,,,e)NS =10
2. existe v > 0y z,, € S tal que B(xp,;,y) NSy, =0

Veamos primero el caso 1): sea a < min{e, \} como B(ypn,,a) NS = () tenemos que

V(SASTM) > V(B(ynkaa) N Snk) > 6U(B(ymwa))a

donde p denota la medida de Lebesgue, pero esto iltimo contradice que .S, % §. De forma andaloga
se llega a un absurdo suponiendo 2). O

Corolario 1.15. Sea {S,} una sucesion de subconjuntos compactos de R?, no vacios, supongamos
que en S, rueda libremente una bola de radio o, con a, > a > 0. Sea S tal que en S rueda
libremente una bola de radio B > 0.

Si d,,(Sn,S) — 0 entonces dg(Sy, S) — 0.

Demostracion. En virtud del teorema anterior, basta demostrar que si en S, rueda libremente una
bola de radio «,, con o, > « > 0 entonces dichos conjuntos son estandar respecto de la medida de
Lebesgue, para el mismo A\ y d. Veremos que esto se cumple para A = «. Lo mismo resultara para S
(con X = f8). Sea x € Sy, si x € IS, existe y € S, tal que x € IB(y,a) y B(y,a) C Sp, sea e < «
entonces

w(B(z,e)NSy) > p(B(z,e) N By, a)) > diu(B(z,¢€)),

y se cumple la estandaridad para z. Sea z € int(S,) y 0 < ¢ < a, si B(x,e/2) C S, se cumple la
estandaridad para x y d2 > 0. Si B(z,&/2) N SE # ) existen z € 85, e y tal que z € dB(y,a) y
z € B(x,€/2), entonces

w(B(z,e) NSy) > pu(B(z,e) N By, o)) > d3u(B(z,¢)),
tomando ahora § = min{dy, d2, J3} se sigue la tesis. O

Conjuntos cono converos: una primera aprorimacion.

Tanto la hipétesis de que el conjunto tenga alcance positivo, que sea r-convexo, o que ruede
libremente por su complemento una bola de radio r, impiden que el conjunto tenga picos hacia
adentro. No obstante, como se ve en (Cuevas y otros| (2012)), dichas definiciones no son equivalentes
en general. En el mencionado trabajo se demuestra que si un conjunto compacto tiene alcance mayor
o igual que 7 es r-convexo y que si es r-convexo, entonces rueda libremente por su complemento una
bola de radio r. Asimismo se presentan ejemplos en los cuales se ve que las inclusiones son estrictas.
El concepto de cono convexidad exterior (que serd dado en detalle en el capitulo 3) incluye el caso
de conjuntos con picos hacia adentro, no obstante impone una restricciéon en la forma de dichas
entrantes. Vamos a pedir que en cada punto del borde se pueda poner un cono con vértice en el
punto, de dngulo p > 0 totalmente incluido en el complemento. De manera intuitiva estamos pidiendo
que desde cada punto del borde del conjunto se pueda ver un angulo p del complemento del mismo.
Es decir, excluimos conjuntos con picos hacia adentro demasiado agudos (no lineales). En el caso
extremo en que p = m obtenemos la familia de los conjuntos convexos. Es facil construir ejemplos de
conjuntos que cumplan la condicién de cono convexidad exterior para los cuales no ruede libremente
una bola de radio r para ninguin 7, basta pensar por ejemplo en dos segmentos que se intersecan.
Por otro lado es inmediato verificar que si una bola de radio r rueda libremente por el complemento
del conjunto, este verifica la condicién de cono convexidad exterior finita (en la variante finita si
bien vemos el complemento del conjunto en un dngulo p, el alcance de la visién es acotado). De esto
ultimo se sigue que la clase de los conjuntos que cumplen la condicién de cono convexidad exterior
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\ 4 D

(a) (b) (c)

Figura 1.1: (a) Conjunto r-convexo, para algin r (b) Conjunto que cumple la condicién de cono
convexidad exterior pero no es r-convexo para ningun r (c) Conjunto que no es r-convexo ni cumple
la condicién de cono convexidad exterior.

es mds grande que la clase para los cuales rueda libremente una bola por su complemento. En la
Figura se ve claramente lo antes expresado. El otro concepto que serd introducido es el de cono
convexidad por complementos, que es el andlogo para conos del concepto de r-convexidad. Dado un
angulo p y una altura h diremos que un conjunto es cono convexo por complementos si es igual a la
interseccién de los complementos de los conos (de angulo p y altura h) que no cortan al conjunto.
Mas adelante veremos que si bien la definicidn es similar a la de conjunto r-convexo, no es cierto
en general que un conjunto p cono convexo por complementos satisfaga (para el mismo p y h) la
condicién de cono convexidad finita.

Estimacion de longitudes y superficies

Asi como para estimar conjuntos fue necesario definir nociones de distancia, si lo que nos interesa
es medir el volumen (longitud, drea) del borde de S debemos tener una nocién de longitud, area,
etc. Con este fin vamos a introducir a continuacién el concepto de contenido de Minkowski.

Definicién 1.16. Sea S C R? no vacio y acotado. Definimos el contenido inferior de Minkowski, de
dimensién m (m < d) , de S como:

My, (S) = lim inf na(B(S.¢))

e=0 MWy m ’

y el superior como:

A*M(S) = limsup M

— )
0 €W,

donde /14 denota la medida de Lebesgue en R? y wq_,, es la medida de Lebesgue de la bola de centro
0 y radio 1 en R4~™. Si ambos valores coinciden, dicho valor se denomina contenido de Minkowski
de dimensién m de S y se denota .#Z™(S). Si S es un subconjunto compacto de R, denotaremos
Ly(0S) al contenido de Minkowski de dimensién d — 1 de 95 en caso de que éste exista. Es decir:

g Hd (B(BS, 5))
Lo(98) = lim ———"

Definiremos también el contenido exterior de Minkowski de un subconjunto compacto S de R¢

como el limite
B(S,e)\ S
lim M, (1.3)
e—=0 £
en caso de que dicho limite exista.

No nos extenderemos en el andlisis del contenido de Minkowski, un estudio méas completo puede
encontrarse en Matilla] (1995) y en [Federer| (1969)). Se puede demostrar (véase |Ambrosio y otros
(2008)) que si S C R es compacto no vacio y tiene alcance positivo, existe el contenido de Minkowski
d — 1 dimensional de 95 y coincide con la medida de Hausdorff d — 1 dimensional de 05S.
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En lo referente a estimacion del contenido de Minkowski del borde de un conjunto, ademaés del
ya mencionado trabajo de Briker (ver Braker y Hsing| (1998)) sobre el problema de la estimacion del
perimetro de un subconjunto convexo de R?, existen numerosos trabajos. En |Cuevas y otros| (2007)
se propone un estimador consistente para el caso en que el conjunto y el complemento cumplen la
hipétesis de estandaridad, y se cuenta con dos muestras, una dentro y otra fuera del conjunto. Més
aun la distribucién asintética de dicho estimador es normal (ver Armendariz y otros| (2009)). Para el
caso en que el conjunto y el complemento son r-convexos, y se cuenta también con dos muestras, en
Pateiro-Lopez (2008) se propone un estimador del contenido de Minkowski del borde, y se demuestra

que el orden de convergencia del mismo es O((log(n)/n) 1/(d+1)).

1.2. Aspectos computacionales

Si bien el principal énfasis en la tesis estd puesto en los resultados tedricos que garantizan la
consistencia de los estimadores que se proponen, hemos incorporado en cada capitulo aplicaciones y
comentarios relacionados con la implementacién computacional de los mismos. Dado el rapido creci-
miento que ha tenido en la estadistica en los ultimos anos, y sus ventajas en cuanto a facilidad de uso,
hemos usado el software R (de licencia GNU) para programar los algoritmos. Dicho software cuenta
con paquetes que permiten calcular ciertos objetos como por ejemplo la envolvente r-convexa de
una muestra de puntos en R? (ver: http://cran.r-project.org/web/packages/alphahull). Este
paquete permite ademas obtener y dibujar, mediante el comando delvor dos objetos que usaremos
mas adelante, que definiremos a continuacién:

Definicién 1.17. Dado X,, = X1, ..., X,, un conjunto de puntos de R?, el diagrama de Voronoi de
R, es el cubrimiento de R? por n regiones V; donde:

Vi={zeR?: |z - X;|| < [lz — Xj|| VX, €R,}.

Observacién 1.18. Se puede demostrar que las regiones V; son cerradas, convezas, y que int(V;)N
int(V;) =0 Vi # j. Ver Aurenhammer y Klein (2000) para un estudio de los mismos. Una observa-
cion que nos serd de utilidad mads adelante es que, si denotamos v el numero de vértices del diagrama
de Voronoi, (es decir los puntos que estdn en la intreseccion de 3 regiones) entonces v < 2n — 2.

Definicién 1.19. Dado ®,, = X1,..., X,, un conjunto de puntos de R2, la triangulacién de Delaunay
asociada a N, es el conjunto de tridngulos con vértices en N,, que cumplen que la circunferencia
circunscrita a cada tridngulo no contiene puntos de N,. Es facil ver que dichos tridngulos tienen
como vértices los puntos de la muestra y que una arista e; que une X; con X; estd en un tridngulo
si y solo si las regiones V; y V; del diagrama de Voronoi, que contienen a X; y X; respectivamente,
tienen un segmento del borde en comun.

En la Figura se muestran la triangulacién de Delaunay y las celdas de Voronoi hechas con el
paquete alphahull .

1.3. Ideas geométricas en el estudio de los datos funcionales

En el capitulo cuatro abordaremos el problema de regresién y clasificacién (supervisada) en el
contexto infinito dimensional mediante el uso de la distancia de Hausdorff. Dado un vector (X,Y) €
E xR, tomaremos £ como el espacio de las funciones definidas en [0, 1] a valores reales, semicontinuas
superiormente y positivas. Introduciremos en £ la métrica (que denotaremos H) dada por la distancia
de Hausdorfl entre los hipografos de las funciones (recordemos que dada f : [0,1] — R positiva, el
hipografo de f es Hy = {(z,y) € R? : 0 < y < f(z),0 < 2 < 1}). Los resultados y definiciones
necesarios para la lectura del mismo se encuentran o bien en la seccion anterior del presente capitulo
o bien en el capitulo cuatro.
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0.2

0.0
L

Figura 1.2: Para una muestra de n = 10 puntos uniformemente distribuidos en el cuadrado unidad
se representan en negro los bodes de las celdas de Voronoi y en rojo la triangulacion de Delaunay.
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Capitulo 2

Estimacion paramétrica de algunas
caracteristicas geométricas

En este capitulo consideramos el problema de estimar algunas caracteristicas geométricas de un
conjunto compacto S, en particular la medida de su frontera y la curvatura integral media, a partir
de una adecuada muestra aleatoria de puntos. Diferentes estimadores no paramétricos de la medida
de la frontera fueron considerados por [Cuevas y otros| (2007}, 2012} |2013)), |[Pateiro-Lépez| (2008]), |Ar-
mendariz y otros| (2009)) y |[Jiménez y Yukich/|(2011)), utilizando muestras “dobles” de puntos dentro
y fuera de S.

La funcion de volumen y su interpretacion estadistica

En general, para estimar (a partir de una muestra finita de puntos) ciertas caracteristicas de
un conjunto compacto S, como la medida de su frontera, es necesario imponer algunas condiciones
de regularidad sobre dicho conjunto. Este es el caso en todas las referencias citadas en el parrafo
anterior, en las que se imponen condiciones de cardcter geométrico-topoldgico sobre S. Nuestro
enfoque aqui es bastante distinto ya que nuestra condicién bdsica sobre S se establece en términos
de la llamada “funcién de volumen” V (r;S) = p(B(S, 7)) que se define como la medida de Lebesgue
del conjunto “r-paralelo”.

(a) Funciones de volumen polindmicas. En principio, las hipdtesis sobre la estructura de V (r;.5)
no aparecen directamente como condiciones geométricas pero, como veremos, tienen interpre-
taciones geométricas muy profundas, relacionadas con la nociéon de convexidad. Un primer
resultado clédsico en este sentido es el Teorema de Steiner, probado en 1840, en el que se de-
muestra que si S C R? es convexo entonces V (r; S) resulta ser un polinomio en r de grado d.

Maés concretamente,
d

V(riS)=> r"wa_;V;(S), (2.1)

Jj=0

donde wy, denota el volumen (k-dimensional) de la bola unidad en R¥, wy = 1 y los coeficientes
Vo(S), ..., Va(S) son los volimenes intrinsecos de S. En particular, Vo(S) = 1, V4(S5) es el
volumen de S, 2V;_1(S) es el drea lateral y V_o(S) es la curvatura media integrada de 95.

En un famoso articulo, considerado como una referencia pionera en teoria geométrica de la
medida, [Federer| (1959) obtuvo una importante generalizacién del resultado de Steiner para
conjuntos de “alcance positivo”, definiendo el alcance de S, reach(S), como el supremo (posi-
blemente infinito) de los valores r > 0 tales que, si D(z,S) < r entonces S contiene un tinico
punto més cercano a x. Federer probd que, si reach(S) = R entonces la férmula de Steiner
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(2.1) es valida para 0 < r < R con la tnica diferencia de que el coeficiente de r¢ no es nece-
sariamente igual al volumen de la bola unidad wg, pero coincide con la caracteristica de Euler
de S multiplicada por wy.

La clase de conjuntos compactos S para los cuales reach(S) > 0 es mucho mas amplia que la
clase de los convexos compactos (de hecho si S es cerrado la convexidad de S es equivalente
a reach(S) = o00). Ademds, la propiedad de alcance positivo tiene una simple y atractiva
interpretacién “visual” (excluye la presencia de entrantes “puntiagudos” en el conjunto).

Nuestro desarrollo en este capitulo se basara precisamente en imponer la condicién de que la
funcién de volumen sea polinémica, con coeficiente de 7% igual a wy, en algiin entorno de 0.
Como veremos, la clase de conjuntos que cumplen esto es aun mas amplia que la clase de los
conjuntos de alcance positivo y caracteristica de FEuler 1.

(b) Interpretacion estadistica de la condicidn de volumen polindmico. Por otra parte, como con-
secuencia de resultados en [Stachd| (1976f), si S es uno de nuestros conjuntos de volumen po-
linémico y X es una variable uniformemente distribuida en la banda B(S, R) \ S la distancia
de X a S, D =D(X,S) resulta tener una distribucién con densidad de expresién muy simple,
asociada a la funcién de volumen, que en el caso d = 2 tiene como Unico parametro desconocido
la longitud de la frontera de S y en el caso de dimensién d = 3 depende de dos parametros
desconocidos: el drea de la frontera y la curvatura integral media de S.

Resultados obtenidos

Las anteriores consideraciones sugieren de manera natural estimar la longitud Lg de la frontera
0S (en el caso d = 2), el drea lateral (denotada también Ly) y la curvatura media integrada M (en el
caso d = 3) a partir de una muestra aleatoria Dy, ..., D,, de las distancias a S de puntos uniformes
en B(S,R) \ S. Este modelo muestral puede motivarse (con una cierta simplificacién) en términos
de problemas de “remote sensing” en los que se conocen la distancias a un objeto, por ejemplo un
cuerpo sumergido, a partir de diferentes puntos exteriores. Existen en la literatura algunos trabajos
donde se consideran modelos y problemas similares. En |Genovese y otros (2012a)) se busca estimar
Iy ={f(u):0<u<1}siendo f:[0,1] — R% a partir de observaciones Y; que siguen un modelo
aditivo del tipo Y; = f(U;) +¢; ¢:1,...,n, donde U; son i.i.d de una distribucién H en [0,1] y
€; ruidos con distribucién F' con esperanza 0. En este caso la hipétesis de regularidad requerida se
expresa en términos de las fibras L(u) = {f(u) + tN(u), —0 <u < o} con u € [0, 1], siendo N(u)
un vector normal. Se requiere que exista ¢ > 0 que haga que las fibras L(u) y L(v) sean disjuntas,
para u # v. El caso de variedades de mayor dimensién se estudia por ejemplo en |Genovese y otros
(2012b) con un modelo similar al que usaremos aqui y con hipétesis de regularidad en la variedad,
expresada en términos de las fibras, andlogas a las que se imponen en dimensién uno.

En definitiva, las principales contribuciones de este capitulo son:

1. Un estudio detallado de la condicién de volumen polinémico, incluyendo varios resultados que
interpretan esta condicién en términos estadisticos.

2. Un analisis estadistico de los estimadores de momentos y de méaxima verosimilitud para los
parametros Ly y M en los casos d = 2,3. En concreto, se prueba la normalidad asintética
(calculando la correspondiente varianza asintética) de los estimadores de momentos de estos
pardmetros (para d = 2,3) y del estimador de méxima verosimilitud de Lo (para d = 2).

3. Un estudio de simulacién para ilustrar el comportamiento de estos estimadores.

2.1. Conjuntos con volumen polinémico

En esta seccién estudiaremos la funcién de volumen V(r;S) de un conjunto S C R¢ y nos
centraremos en los conjuntos para los cuales V (r;S) es polinomial en r. Presentaremos brevemente
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algunos resultados cldsicos, para el caso en que S es un subconjunto compacto, con alcance positivo.
Un resumen muy detallado con los resultados conocidos para conjuntos con alcance positivo puede
encontrarse en [Thale| (2008]). Luego veremos que existen conjuntos con alcance 0 tal que la funcién
de volumen es polinomial en r, para 0 < r < R con R > 0.

2.1.1. Alcance positivo y féormula de Federer

Consideremos un subconjunto compacto S C R? tal que reach(S) = R > 0, la férmula de
Federer, (ver Federer| (1959)) nos dice que la funcién de volumen V(r; S) es un polinomio de grado
a lo sumo d, si 0 < r < R. El resultado demostrado es el siguiente:

Teorema 2.1. Sea S compacto tal que reach(S) > 0. Sea K un subconjunto de Borel de R®. Existen
y son tnicas, medidas de Radon ®y(S,-),...,®4(S,-) en R? tal que si 0 < r < reach(9)

d
u(B(S,T) N{z e RY: €5(z) € K}) = ;rd*iwd,iq)i(& K),

donde p denota la medida de Lesbesque en R, wo = 1 y, para j > 1, w; denota el volumen de la
bola de radio 1, en R7.

Dicha expresion generaliza la férmula de Steiner, que establece que, para el caso en que S es
convexo, con interior no vacio y su borde S es una hipersuperficie de clase C?, entonces:

d
V(r;S) = p(B(S,r)) = > _ ®k(S)r",
k=0
donde 4
Do(9) = u(S), ysi k=1, k(S) = %Mk—ﬂas),
siendo

1 -
My, (9S) = ﬁ/ Er(§)dvas.
(")) Jos
Hemos usado la notacién Z;, para indicar la k-ésima curvatura media. Observemos que si S C R3
estd en dichas hipdtesis y X' (S) =1 (donde X(S) denota la caracteristica de Euler de S), entonces:

4
V(r;S) = u(S) + Lo(dS)r + Myr* + §7T7*3,

aqui Lo(0S) denota el contenido exterior de Minkowski de 95. Si S es una variedad de dimensién
2, sin borde, inmersa en R? se puede demostrar (ver Morvan! (2008))) que:

V(r;S) =2Lo(0S)r + %WX(S)T?’.

En|Ambrosio y otros (2008) puede encontrarse una demostracién de que si S es compacto y tiene
alcance positivo es posible definir su contenido de Minkowski.

En Santald| (1976)) se calculan los coeficientes My y M; para diferentes subconjuntos de R3.
Aqui presentaremos los resultados para el caso en que el conjuntos es un cono, ya que nos sera de
utilidad mas adelante.

Si S es un cono de revolucion, de altura h y radio t tenemos que

Lo(0S) =nt? + mt\/12 + h2,

M, =n*t + wh — wt arctan(h/t).
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2.1.2. El caso general

Una pregunta que surge de manera natural a partir de la formula de Federer es si el hecho de que
V(r; S) sea polinomial en r, para 0 < r < R, implica que dicho conjunto tenga alcance positivo. Es
facil ver que esto no es cierto en general, basta pensar en dos segmentos en R? que se intersequen.
El siguiente teorema relaciona, para subconjuntos compactos de R2, el intervalo de validez de la
expresién polinomial, con la convexidad del conjunto:

Teorema 2.2. Sea S C R? compacto, tal que
V(r;S) = u(S) + err + cor? Vr >0,

con c1,co € R, entonces S es convezo.

Una demostracién de este resultado puede encontrarse en Heveling y otros| (2004). M4s adelante
veremos que el mismo (como se muestra en |[Heveling y otros| (2004)) no es vélido en R? para d > 3,
es decir existen subconjuntos compactos, tal que V(r;S) es polinomial para todo r > 0 pero que no
SON CONVEXOS.

Definicién 2.3. Llamaremos V P;(R) a la familia de subconjuntos de R? cuya funcién de volumen
V(r; S) es polinomial en [0, R) para algin R > 0 (no necesariamente el mismo para cada conjunto).
Observemos por ejemplo que si S C R? pertenece a la familia V P3(R) entonces su funcién de
volumen serd de la forma:

V(r;S) = u(S) + Lor +ar® +br® r€[0,R),

donde Lg = Ly(0S) denota el contenido exterior de Minkowski de 95, para ciertos coeficientes a y
b.

Ejemplos de conjuntos en V P2(R) y V P5(R) que no tienen alcance 0 se muestran en la Figura
Los célculos que muestran que la funcién de volumen del conjunto en (b) (constituido por
un circulo al que se le ha quitado un cono de dngulo p, con vértice en el centro) es polinomial se
encuentran en la Proposicién [A1] del apéndice. Como se ve en dicho cdlculo la expresién polinomial
depende del angulo del cono que se quita de forma tal que cuanto méas pequeno es el angulo menor
es el intervalo en el cual la funcién es polinomial. La funcién de volumen de los conjuntos que se
muestran en (¢) y (d) es también polinomial pero, a diferencia de lo que sucedia en (b) la expresién
polinomial (ver los cdlculos de la Proposicién del apéndice) es védlida para r € [0, +00).

(a) (b)

AN e
¢ &

Figura 2.1: (a) (b) conjuntos en VPy(R). (¢) y (d) conjuntos en V P3(R) para todo R > 0.
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Observacién 2.4. Si consideramos S = B((0,1),2) U B((0,—1),2) dicho conjunto es p cono con-
vezo para cualquier p < 2w /3, es decir en cada punto del borde es posible poner un cono con vértice
en el punto, y dngulo p, incluido en el complemento del conjunto, (en el siguiente capitulo daremos
una definicion formal de la p cono convexidad). El valor 27/3 se debe a que éste es el dngulo que
forman las rectas tangentes a las bolas, en el punto de interseccion del borde de las mismas. La
funcion de volumen del conjunto paralelo de S es (sumando el drea de las dos bolas y restando la
seccion que se suma dos veces):

242
(2+7)? (27T — 2arctan(\/m) + 2@) '

Por lo tanto la condicion de cono convexidad no garantiza que la funcion de volumen del conjunto
paralelo sea polinomial en algun intervalo. El reciproco tampoco es cierto para todo d, basta considerar
en R?, para d > 3 el conjunto formado por la unién de dos bolas tangentes, del mismo radio.

Consideremos S = 8B((O,1), 1) U Z?B((O,—l)7 1), es claro que una bola de radio r < 1 rueda
libremente por S¢, sin embargo es fdacil ver que el volumen del conjunto paralelo de S no es polinomial.
Es decir, no es cierto en general que para cualquier conjunto S tal que en S° rueda libremente una
bola, el volumen del conjunto paralelo es polinomial.

2.2. Estimacion paramétrica: Caso tridimensional

2.2.1. Introduccion

Sea S C R? compacto perteneciente a la familia V P3(R) introducida en la definicién con
b = 4/3w. Dicha familia incluye, por ejemplo, los subconjuntos compactos, con alcance mayor o igual
que R homeomorfos a una bola. Incluye ademés (ver Proposicién del apéndice) los conjuntos
¢) y d) que se muestran en la Figura Consideremos X una variable aleatoria con distribucién
uniforme en B(S,R)\ S. Sea D = d(X,5) la distancia euclidiana de X a S. Denotamos como
F(r) = P(D < r) la funcién de distribucién de D. Como S € V P5(R) y estamos suponiendo que
b =4/3m, su funcién de volumen es:

4
V(r;S) = u(S) + Lor + ar® + 3777’3, 0<r<R,
de donde la densidad de D es:

V'(r;S) Lo + 2ar + 4mr?
F'(r) = - = 0<r<R.
() V(R;S) — u(S)  LoR+aR2+ 37R3 ~ — "
A partir de una muestra D1,..., D, i.i.d de la variable D hallaremos los estimadores de Ly y ag

por el método de los momentos. Veremos que los estimadores que asi se obtienen son asintéticamente
normales y convergen c.s. a Lo y a. Dado que en dimensién dos (es decir para subconjuntos del plano)
presentan la particularidad de tener esperanza infinita, estudiaremos una versién truncada que, si
bien no es asintéticamente consistente, resuelve el problema de la esperanza. Al final del capitulo
presentaremos los resultados de algunas simulaciones hechas para estos estimadores, para el caso en
que el conjunto es un cono de altura 1 y dngulo 7/3. Alternativamente podriamos haber planteado el
estimador mdximo verosimil de los pardmetros; si bien eso es posible, (para todo Lo y a) la condicién
de invertibilidad de la matriz de informacién no es claro que se cumpla en general.

2.2.2. Meétodo de los Momentos

Teorema 2.5. Sea S C R3 compacto no vacio, S € VP3(R) con b = 4/3m, los estimadores por
momentos de a y de Ly son
47R | 3R? — 16DR + 15D2
5 R2 —6DR + 6D?

a:

: (2.2)
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Y
- 27R? |3R? - 12DR+10D?
Lo="" e (2.3)
5 R?2 —6DR+6D?
respectivamente. Ademds, si denotamos
(u,0) 2rR? [3R% — 12uR + 10v
U, v) =
gL 5 | RZ—6uR+6v |’
)
(u,0) = _47R [3R? — 16uR + 15v
P =TT | TR2 —6uR + 6v |
entonces,
V(Lo — Lo) == N(0,03 ) y +/n(a@a—a) == N(0,03),
siendo
0'%0 = ngZDszgl Yy 0'2 = V952D7D2Vgg.
Demostracion. Haciendo algunos calculos elementales obtenemos que
R Lo + 2ar + 4712 3LoR + 4aR? + 67 R3
E(D) :/ r 1 r = - , (2.4)
0 L()R + CLR2 =+ gﬂ'RS 6(L0 + CLR + §7TR2)
R 2 2 3 4
Lo+2 4 10L 1 24
IE(DQ):/ .2 0+ 2ar + Z”I“ . 0LoR* + 5aR:— 7TR, (2.5)
0 LoR + aR2 + §7TR3 30([/0 +aR + g'/TRz)

R?(1272R* + 24maR® + 10a® R? + 44w Lo R? + 30LoaR + 15L3)

Var(D) =
ar(D) 20(47R? + 3aR + 3Lg)? )
Var(D?) = FATO8T* R + 1360ma k" + 525a° R + 1920mLol¥” + 1260LoaR + 560L5)
a 700(47R2 + 3aR + 3Lg)? )
Cov(D, p?) TP UOT RY & 30maR? + 120 R? 4 487 LoR? + 32LaRt + 151)

20(47R? 4+ 3aR + 3Lg)?

los estimadores Lg y a se obtienen resolviendo el sistema formado por 1' y 1|
Definimos

(1, v) = 27 R? [3R? — 12uR + 10v
gl v) =y R?2 —6uR+6v |’

entonces Ly = g1(D, D?).
Podemos escribir

V(L — Lo) = vt [91 (D, D?) — g1 (B(D), B(D?))] .

Si hacemos un desarrollo de Taylor de g; en el punto (E(D),E(D?)) y denotamos v = ((D, D?) —
(E(D),E(D?)) obtenemos:

91(D, D?) — g, (E(D), E(D?)) = Vgi (E(D), E(D?)) v + r(v).

Por lo tanto basta ver que y/nr(v) — 0, para eso vamos a usar el siguiente lema:
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Lema 2.6. Sea [z,z+v] C U con U abierto de R? y g : R? — R de clase C', 2 veces diferenciable
en todo punto del abierto (z,z 4+ v) con

0%g

55 @)] < Mlul?,

para todo x € (z,z+v) y todo w € R?, entonces, el resto r del desarrollo de Taylor de orden 1 de g
verifica:

|7”‘(U)| < (p+1>'|1)|2

En virtud del lema anterior basta ver que g; es C? en un entorno de (E(D), E(D?)). Observemos
que

o 127 R3 R? —2v
ou 5 (R®—6uR+6v)2
dg1 _87TR3 3u—2R
v 5 (R?2—6uR+6v)2’

o1 3(5Lo — 4w R?)(47R? + 3aR + 3Ly)
%(E(D),E(D2)) = TI'R3 )
dg1 o D(2mR? — 3Lo)(47R? + 3aR + 3Ly)
E(E(D),E(D ) = e :

Y las derivadas de orden 2 son:

991 144w R? R? —2v

om2 5 (R? — 6Ru + 6v)*’
0%g1  247R® —TR? + 6Ru + 6v
oudv 5 (R? — 6Ru + 6v)3’
0%¢1 96w R3 2R — 3u

M2 5 (RZ—6Ru+6v)3

Para estudiar la continuidad de estas funciones es suficiente ver que los denominadores no se
anulan en (E(D),E(D?)), si sustituimos u por E(D) y v por E(D?) en R? — Ru + 6v obtenemos:

2 R* 1
5 3Lg+ 3aR +4wR2’

que es no nulo siempre que R > 0.
Para obtener la distribucion asintética de a definimos

47 R [3R? — 16uR + 15v
gQ(U,'U) = - )

5 R? — 6uRR + 6v

de donde @ = go(D, D?) y

Vitla — a) = v [g2 (D, D?) - g2(B(D), E(D?))] .

Nuevamente hay que calcular las derivadas parciales de orden 1 y 2 y estudiar la continuidad en
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992
ou

092

v

2.2.3.

8TR%(R? — 3v)

" 5(R? — 6uR + 6v)%’

127 R%(R — 2u)

5(R? — 6uR + 6v)2’

(327 R + 15a) (47 R? + 3aR + 3Ly)

TR3 ’
~ 15(27R + a)(47R? + 3aR + 3Ly)
R '

Aspectos practicos de los estimadores.

Dado que los estimadores por momentos presentados en la seccién anterior en dimensién 2
tienen esperanza infinita, lo mismo deberia suceder en dimensién 3. Por lo tanto tomar el error
cuadrético medio o la distancia L' no es apropiado en este caso. Presentaremos dos alternativas a
dicho problema, la primera consiste en cambiar la distancia por una distancia acotada. La segunda
consiste en usar una version de los estimadores con esperanza finita. Dichas alternativas seran
ilustradas en simulaciones al final del capitulo.

Una distancia apropiada

La distancia que usaremos sera la siguiente

T, — 6
T:0)=E 271 .

La motivacién para definir esta distancia se sigue de que si Z, (con n € N) y Z son variables

aleatorias se tiene que

20— 2|

anz SinOlOSi E(W>—>O

Una version truncada

Observemos que la densidad

Lo + 2ar + 47r?

f(r; Lo, ap) =

puede expresarse como

donde
Lo

= , 0<r<R,
LoR+aR? + ixp3’ =
f(r) =M fi(r) + Xafo(r) + A3 fs5(r), 0<r <R, (2.6)
2
o aR s 4TR*/3

A1

~ Lo +aR + 47R?/3’

Lo+ aR+47R2/3" *~ Lo+ aR + 47 R2/3’

y, para i = 1,2,3, f; es la densidad de una variable aleatoria RZ;, donde Z; tiene distribucién
uniforme en (0,1), Z5 tiene distribucién Beta(2,1) y Z3 tiene distribucién Beta(3,1). Por (2.4) y
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(2.5) podemos plantear el sistema

E(D) =2%x + 2Bx 4+ 38
E(DQ) = %2)\1 + %2A2 + %)\3
3

E(D?) =\ + 2B, 1 B

de donde obtenemos

i 12(6R?D — 20RD? + 15D3)

1 — R3
< 30(4R?D — 15RD? + 12D3)
Ay = — =5
< 20(3R?D — 12RD? +10D3)
As = =3

y despejando, los estimadores de Ly v a son:

E0:47rR2 A ( 1 )(17 A A )—1 47rR2°° A ! 2.7)
3 1-XM\-X 1—XA1-X =~ 1—/\11—>\2 ’ '
y
a:4wR :\2 [ 1 5\1 (1_ 5\1 5\2 >—1+1}
31— Nll—X1-X\ 1= 1—X
4rR 1 S VD VRN R
= - = — "+ x| . (28
31— Z[17/\117A2 2| (28)

Jj=1

Las versiones truncadas de los estimadores son

~ J
~T 47TRQZ 1
1—)\11—>\2 ’

_p 4R SN i
“ T3 1—/\2 2[1—A11—A2] e

Jj=1

respectivamente. A su vez, en la préctica vamos a expresar 1/(1 — A1), A1/(1 — A1) y A2/(1 — A2)
por sus respectivas series truncadas.

Algunas consecuencias de la representacion (@

Como una ventaja adicional de la expresién (2.6), el estimador méximo verosimil de A\; y A
puede ser calculado mediante el algoritmo E-M (ver capitulo 1 en Krishnan y McLachlan| (2008)):

1. Paso inicial: 5\§0) =0,5= 5\50).

2. Iteramos mientras que ng) - ;\gk_l)‘ > toly o |5\§k) - Xék_l) > toly.
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a) Paso E. Parai = 1,...,n, denotemos Y;! la variable aleatoria (no observable) que indica
si D; se obtuvo de fi o no, mientras que Y;? denota la variable aleatoria (no observable)
que indica si D; se obtuvo de f5. Usando la férmula de Bayes

Y,

3

~ (k)
N A fi(Dy)
=BV D, AP, AP = 0] RO ROBRG) )
A fi(Di) + Ay f2(Di)+(1_/\1 - )f?»(Di)

R R B £ (D
Yi?k _ E(YﬂDi, )\gk)7 )\gk)) = =5 5 Ay f1(Di) (R ,
A fi(Di) + Ay f2(Di)+(1_/\1 - )fS(Di)

definimos:

QA A3 A AY) =37 [V log Ar + Y2 log As + (1 — VY — Y2 ) log(1 — Ay — Ao)].
i=1

b) Paso M. Al maximizar Q en A; y As obtenemos ;\gk+1) y ngﬂ). Se puede ver que

k —1yn Ak DI
)\g =t >ie1 Yzlk y )\é =t 2im1 Yz2k

2.3. Gréficos y Simulaciones en R?

Las gréficas de la varianza asintética de los estimadores (2.2) y (2.3) se muestra en la Figura[2.2]

1100
|
| 1 | 1 1 |

700 800 900
1

28000 28400 28800 29200

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 1.6 1.8 2.0 22 24

Figura 2.2: (a) Varianza asintética del estimador Lo (2.3) para un cono de altura 1 y angulo w/3. (b) Varianza
asintética del estimador a (2.2]) para un cono de altura 1 y angulo 7/3.

Los resultados numéricos para el caso en que el conjunto es un cono de altura 1 y dngulo 7/3 (en
cuyo caso Lo = 7y a = 6,9404) se muestran en las tablas hasta Todas ellas estan basadas
en 2000 réplicas.
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R=13 [ R=1.9 | R=1.3 | R=1.9
n Lo a L al

5000 | 3.0989 | 7.1621 | 3.0789 | 7.1567
10000 | 3.1449 | 7.0103 | 3.1338 | 7.0053
15000 | 3.1231 | 6.8696 | 3.1121 | 6.8656
20000 | 3.1245 | 6.9277 | 3.1383 | 6.8910
25000 | 3.1325 | 6.9341 | 3.1189 | 6.9300
30000 | 3.1530 | 6.9947 | 3.1331 | 6.9782
35000 | 3.1478 | 6.9510 | 3.1354 | 6.9470
40000 | 3.1398 | 6.9825 | 3.1299 | 6.9379

Tabla 2.1: Mediana sobre 2000 réplicas de los estimadores por momentos (2.7)) y (2.8 y sus respec-

tivas versiones truncadas LI y @’ (tomando en ambos casos K = 8).

R=1.3 [ R=1.9 | R=13 | R=1.9
n Lo a L al

5000 | 0.6557 | 4.2540 | 0.6810 | 4.2150
10000 | 0.4786 | 2.9131 | 0.4855 | 2.9008
15000 | 0.3703 | 2.3161 | 0.3840 | 2.3106
20000 | 0.3246 | 2.0613 | 0.3234 | 2.1194
25000 | 0.2883 | 1.8974 | 0.2989 | 1.8900
30000 | 0.2692 | 1.6455 | 0.2832 | 1.6742
35000 | 0.2490 | 1.5492 | 0.2544 | 1.5435
40000 | 0.2266 | 1.5175 | 0.2323 | 1.4426

Tabla 2.2: Desviacién media absoluta (M.A.D

y

estimadores por el método de los momentos (|

y @’ (tomando en ambos casos K = 8).

. por sus siglas en inglés

) sobre 2000 réplicas de los
1D y sus respectivas versiones truncadas L{

Observacién 2.7. Observemos que generar datos de la densidad f(x;Lg) es simple ya que al
depender unicamente de Lo y R podemos (suponiendo conocido el valor de Lg) tomar un circulo de
radio r de modo que su perimetro sea Lo y tomarlos uniformemente en el conjunto B(0,r + R) \
B(0,7). Lo mismo sucede en R3, podemos generar los datos tomando conjuntos para los cuales es
simple calcular la distancia hacia el borde, que tengan la misma curvatura media y superficie lateral.
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R=1.3 | R=1.9 | R=1.3 | R=1.9
n Lo a Lt a’

5000 | 0.3098 | 0.6715 | 0.3162 | 0.6700
10000 | 0.2463 | 0.6055 | 0.2509 | 0.6044
15000 | 0.2083 | 0.5611 | 0.2128 | 0.5602
20000 | 0.1924 | 0.5394 | 0.1934 | 0.5394
25000 | 0.1731 | 0.5139 | 0.1771 | 0.5129
30000 | 0.1637 | 0.4856 | 0.1702 | 0.4933
35000 | 0.1544 | 0.4789 | 0.1573 | 0.4780
40000 | 0.1437 | 0.4630 | 0.1469 | 0.4668

Tabla 2.3: Error (dgp) promedio sobre 2000 réplicas de los estimadores por el método de los momen-
tos (2.7) v (2.8) y sus respectivas versiones truncadas LY y aT (tomando en ambos casos K = 8).

R=13 [ R=1.9 | R=13 | R=1.9
n Lo a Lr aT
5000 | 3.1521 | 7.1437 | 3.1393 | 7.3081
10000 | 3.1480 | 7.0499 | 3.1383 | 7.1004
15000 | 3.1433 | 7.0510 | 3.1324 | 7.0549
20000 | 3.1442 | 7.0419 | 3.1343 | 7.0573
25000 | 3.1404 | 7.0786 | 3.1374 | 7.0124
30000 | 3.1499 | 7.0610 | 3.1400 | 7.0741
35000 | 3.1395 | 7.0599 | 3.1290 | 7.0153
40000 | 3.1425 | 7.0361 | 3.1332 | 7.0123

Tabla 2.4: Mediana sobre 2000 réplicas de los estimadores por el método de maxima verosimilitud (AIAJO
y @) que se obtienen mediante el algoritmo E-M y mediana de las respectivas versiones truncadas L’
y @’ (tomando en ambos casos K = 8). En el algoritmo E-M hemos tomado tol; = toly = 0,0001.

R=13| R=19 | R=13 | R=19
n Lo a Lr a’
5000 | 0.3842 | 1.8927 | 0.3814 | 2.1942
10000 | 0.2725 | 1.2942 | 0.2644 | 1.5391
15000 | 0.2268 | 1.0847 | 0.2248 | 1.2392
20000 | 0.1879 | 0.9594 | 0.1868 | 1.0846
25000 | 0.1772 | 0.8852 | 0.1579 | 0.9798
30000 | 0.1525 | 0.7773 | 0.1505 | 0.9321
35000 | 0.1380 | 0.7554 | 0.1368 | 0.8881
40000 | 0.1338 | 0.7083 | 0.1326 | 0.7721

Tabla 2.5: Desviacién media absoluta, (M.A.D. por sus siglas en inglés) sobre 2000 réplicas de los
estimadores por el método de maxima verosimilitud (Lo y @) que se obtienen mediante el algoritmo

E-M y MAD de las respectivas versiones truncadas LI y @’ (tomando en ambos casos K = 8). En
el algoritmo F-M hemos tomado tol; = tol, = 0,0001.
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R=13 [ R=19 | R=13 | R=19
n Lo a Lr ar

5000 | 0.2172 | 0.5178 | 0.2135 | 0.5483
10000 0.1702 0.4425 0.1674 0.4794
15000 | 0.1468 | 0.4081 | 0.1444 | 0.4340
20000 0.1330 0.3845 0.1308 0.4082
25000 | 0.1255 | 0.3630 | 0.1178 | 0.3920
30000 | 0.1135 | 0.3448 | 0.1113 | 0.3794
35000 | 0.1057 | 0.3384 | 0.1078 | 0.3680
40000 | 0.0987 | 0.3183 | 0.0972 | 0.3460

Tabla 2.6: Error (dgp) promedio sobre 2000 réplicas de los estimadores por el método de méxima
verosimilitud (Lo y @) que se obtienen mediante el algoritmo E-M y sus respectivas versiones

truncadas L
toly = 0,0001.

v a

T

(tomando en ambos casos K = 8). En el algoritmo E-M hemos tomado toly
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Capitulo 3

Aplicaciones de la propiedad de
cono convexidad a la estimacién de
conjuntos

En este capitulo se introduce una nueva familia de conjuntos, llamados cono-convexos; estudiamos
sus propiedades y abordamos el problema de estimar un conjunto S que cumpla esta condicién
de cono-convexidad usando un mecanismo de “cierre cono-convexo” similar a la nocién usual de
envoltura convexa. Una extensién andloga, considerada previamente en la literatura, es la llamada
r-convexidad. La nocién de cono-convexidad que aqui se introduce es notablemente menos restrictiva
pero resulta aiin manejable y mantiene un claro contenido intuitivo.

Cono-convexidad.

Es bien sabido que un conjunto S convexo compacto de interior no vacio se caracteriza por la
propiedad de hiperplano soporte: por cada punto de su frontera pasa un hiperplano que deja a todo
el conjunto en uno de los dos semiespacios que define. Si cambiamos los semiespacios asociados
a los hiperplanos por bolas de un radio fijo, obtenemos la condicién de “bola exterior” (“rolling
property”) que, segin prob6 Henri Poincaré en 1899, desempena un papel relevante en la teorfa de
potencial (problema de Dirichlet). En 1911, Stanislaw Zaremba debilité la condicién de Poincaré re-
emplazéndola por la condicién de “cono-exterior” (llamada a veces condicién de Poincaré-Zaremba):
en cada punto de la frontera del dominio S existe un cono finito con vértice en dicho punto cuyo
interior no interseca a S. Diremos que el conjunto S es p, h-cono convexo cuando esta condicion se
verifica, para valores prefijados de p (la amplitud de los conos) y h (su altura) para todo = € 95S.
De manera alternativa diremos que S es cono-convexo por complemento si S puede expresarse como
la interseccién de los complementarios de los p, h-conos (abiertos) que no intersecan a S. Probamos
que, a diferencia de lo que sucede en el caso convexo, estas dos definiciones de cono-convexidad no
coinciden.

Este capitulo estd dedicado al estudio de las propiedades geométricas de los conjuntos cono-
convexos y al problema estadistico de estimar un conjunto S cono-convexo (en cualquiera de las dos
versiones) a través del correspondiente cierre cono-convexo de una muestra.

Principales aportaciones de este capitulo

1. Se obtienen algunas propiedades geométricas topoldgicas de los conjuntos cono-convexos. En
particular, se prueba que tienen frontera nula (Lebesgue) y que la convergencia Hausdorff de
conjuntos cono-convexos implica la convergencia de sus fronteras.
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2. Se prueba que la familia de conjuntos compactos cono-convexos de R? (en cualquiera de las
dos versiones) es cerrada y localmente compacta con la métrica de Hausdorff.

3. Utilizando los resultados anteriores y un teorema de Billingsley y Topsge, (1967)), se establece
que la familia de los conjuntos cono-convexos (en cualquiera de las dos versiones) es una clase
de Glivenko-Cantelli.

4. Se estudia el comportamiento asintético de los cierres cono-convexos (ordinario y por com-
plemento) de una muestra aleatoria X1,..., X, extralda de una distribucién absolutamente
continua con soporte S C R? y se obtienen las tasas de convergencia respecto a la distancia
de tipo L; (distancia de la diferencia simétrica) y la distancia de Hausdorff.

5. Se propone un test para la hipotesis de convexidad basado en la nocién de “multivariate
spacing” de Janson (1987).

6. Se propone un algoritmo estocéstico para el calculo del cierre cono-convexo por complementos.
La flexibilidad de forma de este estimador sugiere que puede ser especialmente adecuado en
el problema de estimar el “home range” que ha sido objeto de gran atencién en Zoologia y
Ecologia.

3.1. Propiedad de Poincaré y conjuntos cono-convexos. De-
finiciones y propiedades

3.1.1. Antecedentes histdricos

La cono convexidad (en una versién mds débil que la que daremos) fue relacionada por Stanislaw
Zaremba con el problema de Dirichlet (ver Zaremba) (1911))). Recodemos que, dada una funcién f
continua definida en el borde de un dominio Q € R¢, el problema de Dirichlet, propuesto por Gauss
en 1840, consiste en encontrar una funcién arménica u : QU IQ — R tal que f(x) = u(x) para
todo & € QU. Perrén en 1923 demostré que, en caso de haber solucién, coincide con el supremo de
las funciones subarménicas definidas en €2, acotadas superiormente por f en 99 (ver Teorema 2.12
en |Gilbarg y Trudinger| (2001)). Si bien Gauss crefa que existia solucién del mismo para todo U,
en |Zarembal (1909)) y [Lebesgue, (1924) se presentan ejemplos de que esto no es cierto en general.
El ejemplo de Zaremba consiste en considerar U como el disco de radio 1 en R?, quitarle el centro,
y definir f como 1 en 0 y 0 en el borde del disco. El ejemplo de Lebesgue (conocido como espina
de Lebesgue) es valido en RY para d > 3, el mismo consiste en tomar una bola y en un punto de
la misma hacer una entrante suficientemente aguda. En [Zaremba, (1911) se demuestra que si para
todo x € QU es posible encontrar un cono incluido en el complemento del conjunto, con vértice en
x, entonces existe solucién al problema de Dirichlet en U (observemos que lo que estamos haciendo
es impedir que el conjunto pueda tener una entrante muy aguda). No es necesario que el dngulo o la
altura del cono sean el mismo para cada x. El resultado de Zaremba generaliza el trabajo |[Poincaré
(1899)), en este tltimo Poincaré demostré que si en cada punto del borde es posible poner una
bola tangente al conjunto, incluida en el complemento, entonces existe solucién. Una referencia mas
nueva del resultado de Zaremba es [Morters y Peres| (2010). En otros contextos, como por ejemplo
en el estudio de la existencia de soluciones de las ecuacidnes elipticas dicha condicién es requerida
(ver |Che y otros| (1999))). Permite ademds (junto con otra condicién geométrica que se denomina
conjunto estrellado) obtener cotas para la aproximacién (en la norma H° y H') de una funcién
arménica u (considerada como funcién en el espacio de Sobolev H¥(S) para algiin k& > 1) por un
polinomio arménico (ver Blowey y Craig| (2004)). La variante interior de la condicién (es decir el
caso en que para cada punto del borde del conjunto es posible poner un cono de angulo y altura
fijos, con vértice en dicho punto, incluido en el conjunto) es también de interés y ha sido estudiada
en relacién a los espacios de Sobolev sobre el conjunto. Es necesaria por ejemplo, para la prueba de
desigualdades como la desigualdad de Sobolev-Poincaré y otros resultados (ver Burenkov]| (1998]) y
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Blowey y Craig| (2004)). En este capitulo nos centraremos en los conjuntos que satisfacen la condicién
de cono convexidad para conos de dngulo y altura (finita o no) fijos.

3.1.2. Notacion y definiciones basicas

Antes de definir formalmente las dos clases de conjuntos cono convexos mencionadas vamos a
introducir la notacién que usaremos. Dados € R? y p € (0, 7], llamaremos cono abierto con vértice

en x, dngulo p, y eje el vector £ (con [|£]| = 1) al conjunto
d z—x
Cre(x)=qz€eR z#a: <§, M> > cos(p/2) ¢ .

Dependiendo del contexto, denotaremos C, ¢(x) o simplemente C,(z). Consideraremos también los
conos de altura finita:
Cp,&h(fc) = B(z,h) N C’p,g(a:).

Por simplicidad, cuando no sea necesario especificar £ usaremos la notacién C, ().

Vamos a introducir a continuaciéon dos definiciones de cono convexidad, la primera es similar a
la de rodamiento libre de una bola por el complemento del conjunto (ver Definicién donde en
lugar de una bola pedimos que para cada punto x del borde del conjunto se pueda tomar un cono
con vértice en x, dngulo p y altura h, incluido en el complemento del conjunto. La segunda es el
analogo para conos de la condicion que define la r-convexidad sustituyendo los complementos
de bolas por complementos de conos.

Definicién 3.1. Decimos que un conjunto S C R? compacto es p-cono convexo en sentido amplio
si existen p € (0,7] y h > 0, tal que:

Ve € 05 3§ =€(x) tal que Cp ¢ p(z) C S°. (3.1)

Es claro que si se cumple la condicién anterior para p € (0, 7], también se cumple para 0 < p’ < p.
Tomaremos el maximo p que verifica la propiedad anterior. Denotaremos C,; a la clase de los
conjuntos que satisfacen la condicién (3.1)).

Definicién 3.2. Decimos que un conjunto S C R% compacto es p, h-cono convexo por complementos
si existen p € (0,7] y h > 0, tal que:

S = N Cyn(T)°. (3.2)

{x:C‘,,;L(x)CSC}

Denotaremos C, 5, a la clase de los conjuntos que satisfacen la condicién 1D

Es claro a partir de la definicién de C, ) que dicha clase contiene a la clase de los conjuntos
para los cuales rueda por su complemento una bola de radio r, tomando p y h adecuadamente. La
Figura muestra un conjunto que estd en la clase C,}, para algin p y h pero en el cual no rueda
libremente por su complemento una bola para ningun radio.

En la seccién [3.5] vamos a considerar el caso en que los conos tienen altura infinita, introduciremos
a continuacion dichas definiciones:

Definicién 3.3. Decimos que un conjunto S C R? compacto satisface la condicién de cono con-
vexidad exterior en sentido estricto si existe p € (0, 7] tal que

Vo €08 3¢ =¢&(x) tal que Cp¢(x) C S°. (3.3)
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Figura 3.1: En gris un conjunto cono convexo en sentido amplio

Denotaremos C, a la familia de los conjuntos que satisfacen la condicién . Dicha condicién
recuerda la propiedad cldsica de hiperplano de apoyo de los conjuntos convexos. En este caso el
semiespacio exterior correspondiente al hiperplano se reemplaza por un cono. En particular obtene-
mos que C, corresponde a la familia de los convexos.

Una vez definida una restriccién de forma (por ejemplo convexidad, r-convexidad, rodamiento
libre de una bola, etc) se define, para un conjunto cualquiera S, el cierre, esto es: la interseccién
de todos los conjuntos que incluyen a S y que cumplen dicha restricciéon. Claramente la restriccién
serd util para estimar el conjunto si el cierre también tiene la propiedad geométrica. En cuyo caso
vamos a estimar el conjunto a partir de una muestra N, = Xi,..., X, de puntos en S por medio
del cierre de la muestra. A continuacién introduciremos cuatro nociones de cierre cono convero que
generalizan en diferentes sentidos el clasico concepto de cierre convexo.

Definicién 3.4. Definimos la envolvente cono convexa en sentido amplio de un conjunto S C R¢
acotado, que denotaremos 6, 5(S), como la interseccién de todos los subconjuntos de C, 5, que lo
contienen. Definimos la envolvente cono convera en sentido estricto de un conjunto S acotado, que
denotaremos €,(S), como la interseccién de todos los subconjuntos de C, que lo contienen. Definimos
la envolvente por complemento en sentido amplio de un conjunto S C R? acotado, que denotaremos:

?pﬁ(S) = ﬂ th(a?)c,
{x:Cp,h(x)CSC}

como la interseccién de los complementos de los conos de angulo p y altura h con vértice en los
puntos x tal que C, ;(z) C S°. Definimos la envolvente por complemento en sentido estricto, de un
conjunto S C R?% acotado, que denotaremos:

8= ) Gl

{w:Cp(x)CSC}

como la interseccién de los complementos de los conos de de angulo p, con vértice en los puntos z
tal que Cy(z) C S°.

Observacion 3.5. Utilizaremos principalmente la envolvente cono convexa en sentido amplio. Ob-
servemos que en el caso en que S es convexo, las cuatro definiciones coinciden y son igual a la
envolvente convexa del conjunto. FEn general la envolvente por complemento y la envolvente cono
conveza no son iguales. El siguiente ejemplo ilutra esta situacion: tomemos E = E1 U Ey C R? don-
de By es el grifico de la funcién f(t) =t? cont € [0,1] y Ex = {(¢,0) : 0 <t < 1}. Dicho conjunto
pertenece a C, 1, para todo p € (0,7/2], h > 0 pero E ¢ CNP,h para ningun p. Otro ejemplo interesante
se muestra en la ﬁgu la misma estd formada por el tridngulo con vértices (1,0), (14 s,8) y
(1+s,—8) cons=(v2—1)/2 y los 7 triangulos congruentes a dicho tridngulo, que se obtienen al
aplicarle la rotacién de centro en el origen y dngulo w/4. El conjunto es m/4 cono convezo, es decir
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coincide con su envolvente cono convexa en sentido amplio, mientras que (0,0) ¢ ‘ér/zl,h(S) para
h > 2. Esto se debe a que el dngulo entre los vértices es /4 y que los tridngulos son tangentes al
circulo de radio 1, por lo tanto si un cono de dngulo w/4 y altura mayor que 2 contiene al origen
corta a alguno de los vértices.

VRN

4 4

« 7

Figura 3.2: Conjunto 7/4 cono convexo para el cual las envolventes cono convexas y por complemento
no coinciden.

Proposicién 3.6. Sea S C R? acotado, entonces
a) Con(S) €Cpn.
b) €,(S) €C,.
¢) Cpn(S) € Cp s donde p' = (m—p)/2 sip>7/3yp' =psip<m/3, W =(h/2)sin(p/2).
d) €,(S) €C,.

e) S C Cpni(S) CECn(S) C E,(S) C conv(S), donde p' = (m—p)/2 sip>n/3yp =p si
p<m/3, h = (h/2)sin(p/2).

Demostracion.  a) Por definicién tenemos que

Cgp,h(s) = ﬂ B;.

SCB¢,Bt€Cpn

Sea x € 0%, 1,(S) queremos encontrar un cono que denotaremos C, j,(x), con vértice en z tal
que C,p(z) C €, n(S)¢. Tenemos que B(z,1/n) N B, # 0 para todo By tal que S C By y
By € Cyp, ademds B(x,1/n) N BS # () para algin B, con S C B, y B, € C,p. Sea z, €
B(z,1/n)N 0B, tenemos que z, — x. Como z, € 0B, y B,, € C,, existe C,, ¢, n(2n) C B,
un cono con vértice en z, y altura h. Como ||&, || = 1 existe £ = lim,, &, (nuevamente pasando
a subsucesiones) y z, — z tenemos que C, ¢, ,(2,) converge en distancia de Hausdorff a
C,.¢.n(x). Nos resta observar que C,, ¢ () NS = (). Supongamos que existe s € SNC, ¢ p(x),

existe > 0 tal que
s—x
77£> = COS(p/2) + 57
<||8 — |
entonces

<ﬂ7€n> > COS(p/Q),

Is = znll

para n > ng para algiin ng, lo cual contradice que Cp,g)h(zn) ns=4.

b) Es andloga a a)
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¢) Queremos encontrar p' y ' tal que para todo z € 9%, ,(S) existe un cono C, 4(2) con
Cor(2) C €,n(S)°. Tomemos z, — z con z, € €, ,(S). Usando la definicién de %, 4(S)
existe una sucesién de conos C, 4 (u,,), disjuntos con €, ,(S), tal que 2z, € C, ,(u,). Tomemos
una subsucesién tal que u, sea convergente, es decir, u, — u. Por construccién tenemos que
z2€0C, p(u)y Cpn(u) NG, n(S) = 0. Sélo resta probar que C, 5/ (2) C Cp 5 (u). Esto se sigue
por los valores de p' y I/ que hemos elegido (ver Figura[3.3).

u

Figura 3.3: Para todo z € 0C, ;(u) existe un cono Cy p/(2) C C, p(u).

d) La demostracién es similar a la demostracién de la parte anterior. Tomemos s € 8‘52,(5’),
queremos encontrar un cono C,(s) con vértice en s y C,(s) C %,(S)°. Tenemos que B(s,1/n)N
C,(z)¢ # 0 para todo x tal que C,(z) C S¢, ademés B(s,1/n)NC,(z,) # 0 para algin z,, tal
que S C Cy(xy,)°. Existe por lo tanto z, € B(s,1/n)N0C,(xy). Tenemos que z, —, s. Como
zn € 0C,(z,,) existe &, tal que el cono C, ¢, (2,) verifica que C, ¢, (2,) C C,(zy) (observemos
que aqui hacemos uso del hecho de que los conos tienen altura infinita). El resto de la prueba
es andlogo a lo hecho en a).

e) La primera, tercer y cuarta inclusién son inmediatas. La segunda es consecuencia inmediata
de la parte ¢).
O

Ejemplo 3.7. Como ejemplo sencillo en el cual la segunda inclusion de la Proposicién (e) no se
cumple para el mismo p y h basta tomar p = 7/4, h = 1/4 y el subconjunto de R?, S = B((0,0),1)\
CW/475171/4((0, 0)), siendo e; = (1,0). En este caso %;7,1(5) = S mientras que ¢, (S) = B(0,1).

Proposicién 3.8. Sea S C R? acotado y conezo, para todo p € (0,7] y h >0 %, 1(S) y €,(S) son
CONETos.

Demostracion. Veamos que 6, ,(S) es conexo. Supongamos por reduccién al absurdo que existen
U y V abiertos disjuntos, tal que %, ,(S) = (UNE,1(S)) U (VNE,n(S)). Como S es conexo, o
bien S C U N6, r(S) o, en caso contrario, S C V N €, x(S). Supongamos que S C U N %, 1(S),
como %, ,(S) es compacto y U y V son disjuntos, también lo es U N %), ,(S). Veamos que U N
Cpn(S) € Con. Sea x € (U N %,;(S)) probemos primero que z € 9%, ;(S): para todo § > 0
B(z,8) N (UN%,n(S)) # 0y B(x,8) N (UUE,n(S)°) # 0. Es decir B(x,8) N6, 1(S) # 0, si
B(x,0) N 6,xn(S)¢ =0 (y por lo tanto B(z,d) NU® # 0) entonces B(z,d) C €,,n(S), como B(z,d)
es conexa tiene que ser B(z,d) C U que contradice que B(z,§)NU® # 0 . Como = € 96, 5(S) existe
¢ de norma 1 tal que C, ¢ 4(2) C 6,,1(5)° C (UN%,4(S))". Como UNE,,(S) € Cyp tiene que ser
Cp,n(S) CUNG,1(S) C €pn(S), de donde se sigue que VNG, ,(S) =0 y por lo tanto 6, »(S) es
conexo. O

Proposicién 3.9. Sea S C R? acotado, tal que S = int(S) entonces, para todo p € (0,7] y h > 0,

Cgp,h(S) = int(cgp_’h(S))
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%,(S) = int(€,(95)).
Demostracion. Vamos a demostrar la primer igualdad, la segunda es andloga. Como %), ,(.5) es cerra-
do tenemos que int (€, 1 (S)) C €,,1(S) por lo tanto nos resta demostrar que ¢, 5 (S) C int (€)1 (S5)).
Como S = int(S) C €, x(S) y int(S) C int(€,x(S)), para demostrar que €, ,(S) C int(%,(S))
es suficiente ver que int(%),,(5)) € Cph.

Sea z € 0int(€,x(S)) tenemos que encontrar ¢ de norma 1 tal que C,¢p(x) C int(6), (S))C.
Veamos que z € 0%, ,(S). Para todo § > 0 tenemos que B(z,d) Nint(€,n(S)) # 0y ( d) N
int(‘fmh(S))c # 0. Sea z € B(x,8) Nint(%,n(9)). B(z,6 — d(z,0B(z,8)) Nint(%,(S)) entonces
B(z,0) N6, n(S) # 0. Sea y € B(z,6) N int(%p,h(S))c tenemos que o bien y € %, 1(5)

¢ en cuyo

0,
caso & € 8%, ,(5), o bien y € %), () en cuyo caso B(y,d —d(y, 0B(z,6)) N, (S)¢ # 0 de donde
B(x,6) N €,,n(S)¢ # 0. Como z € 9%, 4(S) y, por la Proposicién a) €pn(S) € C,pn podemos
tomar ¢ de norma 1 tal que C, ¢ n(x) C €, n(S)° C int(‘ﬁp,h(S’))c. O

3.1.3. Propiedades de convergencia

Teorema 3.10. Sea {S,,} CC, 1 y S un subconjunto compacto, tal que dp(Sy,S) — 0. Entonces
dp(0S,,05) — 0.
Demostracion. Supongamos que el resultado no es cierto, entonces:
(i) existe € > 0 tal que para infinitos n € N existe x,, € 95, tal que d(z,,05,) > ¢, o
(ii) existe € > 0 tal que para infinitos n € N existe x,, € 95, tal que d(z,,05) > €.

Supongamos primero que se cumple (i). Como S es compacto existe una subsucesién de {z,}
que converge, la cual seguiremos denotando x,, sea x € 95 el limite de dicha sucesién. Como S,
converge a S en distancia de Hausdorff tenemos que a partir de un cierto n, d(z, S,) < £/2, ademds
para todo y € 95, usando la desigualdad triangular ||z, — y|| < ||z, — 2| + ||z — |, ¥ tomando
infimo en y € 95,

d(x,08y) > d(zn, Sn) — ||z — zn|| > €/2.

Dado que d(z,S,) <&/2y d(z,0S,) > /2 tenemos que x € int(S,) para infinitos n, y B(z,&/2) N
S¢ = (. Como z € S y S es cerrado podemos tomar y € S¢ tal que ||z — y|| < &/2y d(y,S) > 0.
Sabemos que S, converge a S en distancia de Hausdorff por lo tanto y € S¢ a partir de un cierto
n, lo cual contradice que B(z,¢/2) N S5 = () para infinitos n.

Supongamos que se cumple (ii). La convergencia en distancia de Hausdorff de \S,, a S implica que
d(z,,S) < e a partir de un cierto n, como ademds d(z,,,dS) > ¢, obtenemos (razonando de forma
andloga que en (1)) que x,, € int(S) para infinitos n. Tomemos una subsucesién convergente de z,,
que seguiremos denotando x,, tenemos que x, — = € Sy d(z,05) > /2, es decir B(z,e/2) C
S. Observemos que, como z, € 39S, v S, € C, existen conos C,p(z,) con vértice en z,, y
Con(zn)N S, = 0. Tomemos ¢,, € S¢ puntos en el eje de los conos C, 1, (z,,) tal que 0 < ||z, — ¢, || =
min{h/2,e/4} = k con k constante. Podemos suponer pasando nuevamente a subsucesiones que
cn — ¢y |le — x| < e/4. Por construccién d(e,, Sp) > ksin(p/2), por lo tanto, a partir de un cierto
n, d(c,Sp) > k', con k' > 0 constante. Como S,, converge a S en distancia de Hausdorff tiene que
ser ¢ € 5S¢, lo cual contradice que B(z,£/2) C S. O

Teorema 3.11. Sea {S,} C C, y S compacto, tal que dg(Sy,S) — 0. Entonces S € Cp .
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Demostracion. Sea x € 05, queremos encontrar un cono C), »(z) C S°. Sabemos que, por el teorema
anterior dg(0S,,05) — 0 por lo tanto podemos suponer que existe x,, € 95, tal que =, — z,
ahora el razonamiento para encontrar el cono C), ,(x) es andlogo al que hicimos en la prueba de
la Proposicién a). Consideramos nuevamente la sucesién acotada {C, ¢, n(2,)}, dicha sucesién
converge en distancia de Hausdorff al cono cerrado C, ¢ () para algin & tal que ||£]| = 1. Veamos
que Cpepn(x) NS = 0. Supongamos por absurdo que existe z € Cp¢p(x) NS, como &, — &y
Z, —  podemos tomar ¢ > 0 tal que para n suficientemente grande, B(z,&) C C, ¢ n(z,) de donde
d(z,Sy,) > ¢ para infinitos n, lo cual contradice que S, tiende a S en distancia de Hausdorff. O

3.2. Los conjuntos cono convexos son una clase de Glivenko-
Cantelli

Consideremos X, ..., X,,... una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamen-
te distribuidas, definidas en el espacio de probabilidad (£2,§,P) a valores en un espacio de medida
(E, B). Denotemos como P la distribucién de X; en By P, a la distribucién empirica de P asociada

a X1,...,X,. Decimos que una clase A C B es una clase de Glivenko-Cantelli, si:
sup |P,(A) —P(A)| =0, c.s. (3.4)
AcA

El estudio de las clases de Glivenko-Cantelli es un tema cldsico en la teoria de los procesos
empiricos. Un estudio detallado de la misma y sus aplicaciones en estadistica puede encontrarse
en [Shorack y Al (1986)) y van~der Vaart| (1998]) cap. 19. Por ejemplo, los Teoremas 19.4 y 19.13 en
van_ der Vaart| (1998)) dan condiciones suficientes para que una clase sea de Glivenko-Cantelli. Dichas
condiciones son expresadas en términos de restricciones en la entropia de la clase, la cual cuantifica
el “tamano” de la clase A. Otra forma clasica de demostrar que una clase es de Glivenko-Cantelli
es a través de la teoria de Vapnik-Cervonenkis. En esta teoria se obtienen cotas exponenciales para
la probabilidad P{ sup 4¢ 4 |Pn(A4) — P(A)| > €}. Si la serie (en n) de dichas cotas es convergente,
entonces, usando el Lema de Borel-Cantelli se obtiene . Las cotas requieren que la clase A tenga
dimensién de Vapnik-Cervonenkis finita (ver Definicién 12.2 en [Devroye y otros| (1996)). Se puede
ver, por ejemplo, que la clase de los subconjuntos cerrados, convexos, de R? no tienen dimensién de
Vapnik-Chervonenkis finita, por lo tanto no es posible aplicar dicha teoria a esa clase. En este caso
se usa el enfoque dado en [Talagrand| (1987)

En |Cuevas y otros| (2012) se demuestra que la familia de los subconjuntos no vacios de un sub-
conjunto compacto, con alcance mayor o igual que un cierto r, es una clase de Glivenko-Cantelli. En
esta seccion demostraremos ese resultado para la familia de los subconjuntos cerrados que verifican
la condicion . Es decir vamos a ampliar el resultado a una clase de conjuntos mds grande (ob-
servemos que hemos quitado la restriccién de que los conjuntos estén incluidos en un compacto) que
incluye, como dijimos anteriormente, a la familia de subconjuntos compactos para los cuales rueda
libremente una bola de radio r para algin r. Para eso vamos a introducir algunos conceptos.

Definicién 3.12. Sean P, y P medidas de probabilidad en B, un conjunto A € B se dice P-continuo
si P(OA) = 0. Una subclase A C B se dice que es una clase P-continua si todo conjunto A € A es
P-continuo.

La siguiente Proposicién prueba que la clase de los conjuntos cono convexos es una clase P-
continua, para toda P absolutamente continua respecto de la medida de Lebesgue.

Proposicién 3.13. Si S € C,, entonces u(9S) = 0, donde p denota la medida de Lebesgue en RY.

Demostracién. Observemos primero que 9S es medible por ser S cerrado. Para demostrar la pro-
posicién recordemos previamente el concepto de densidad métrica de un punto (véase por ejemplo
Erdos| (1945)): decimos que un punto = € S tiene densidad métrica 1 si para todo € > 0 existe § > 0
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tal que (S N B(z,7)) > (1 —¢)u(B(z,7)) para todo r < §. En virtud del Corolario 2.9 en |Morgan
(2000) todo conjunto de medida positiva tiene al menos un punto de densidad métrica uno; pero
esto ultimo no es posible ya que para todo x € 0S existe C,, ;(x) C S¢ un cono con vértice en = y
por lo tanto

w(0S N B(z,r)) < p(SNB(xz,r)) = p(SNCypu(x)° N B(x,7)) < kpnp(Blz,r)),
para todo r < h, con k,, < 1. O

Recordemos que una sucesién P, converge débilmente a P si
P.(A) = P(4), cs.

para todo conjunto A € B, P-continuo. Ahora estamos en condiciones de definir el concepto fun-
damental de esta seccién. El mismo es una generalizacién del de clase de Glivenko-Cantelli, donde
sustituimos la distribucién empirica por una distribuciéon cualquiera que converja débilmente a P:

Definicién 3.14. Decimos que una subclase A C B es una clase P-uniforme si

sup ’P P(A)‘ — 0,
AeA

para toda sucesion P,, que converja débilmente a P.

El siguiente teorema, debido a Billingsley y Topsge (ver [Billingsley y Topsge, (1967))), establece
condiciones sobre la subclase A para que sea una clase P-uniforme. Antes de dar su enunciado
vamos a introducir algo de notacién: dado un espacio métrico (E, d), denotamos M(E) a la familia
de subconjuntos compactos no vacios de F, dotados con la métrica de Hausdorff. Observemos que
M(E) es localmente compacto.

Teorema 3.15. Si E es localmente conexo y A es una clase P-continua de subconjuntos de E,
cualquiera de las siguientes condiciones implica que A es una clase P-uniforme:

(i) La clase 0A = {0A: A€ A} es un subconjunto compacto del espacio M(E).

(ii) Existe una sucesion {Cy} de conjuntos acotados, con P(int(C,)) — 1, tal que para cada n, la
clase 0(Cr, N A) = {9(C,, N A): A€ A} es un subconjunto compacto de M(E).

(iii) Existe una sucesion {Cy} de conjuntos cerrados, acotados, con P(int(Cy,)) — 1, tal que para
cada n, la clase C,, N OA = {C’n NOA:Ac€ .A} es un subconjunto compacto de M(E).

Podemos ahora, utilizando los Teoremas [3.10] y [3.11] demostrar que, fijado h y p, la familia de
subconjuntos cerrados que verifican la condicién de cono convexidad finita son una clase P-uniforme.

Teorema 3.16. Sea p € (0,7] y h > 0. Sea P una medida de probabilidad absolutamente continua
respecto de la medida de Lebesque pi. La clase CU de subconjuntos cerrados no vacios que satisfacen

la condicion de p,h cono convexidad (-) es una clase P- uniforme (y en particular una clase de
Glivenko-Cantelli)

Demostmcio’n Veremos primero que el resultado es cierto si tomamos A ={AC K: A#0,A €

Cp,n} donde K es compacto y luego lo extenderemos a la familia C; U, del enunciado. Observemos que,
por la Proposicién las familias A y C, , son P- continuas. Con51deremos {0A,,} una sucesién
en 0A donde 0A = {8A A € A}, existe (ya que M(E) es localmente compacto) una subsucesién
An, vy A€ M(E) tal que dg(Ay, , A) — 0. Por el TeoremaB.11] A € C, 5, por lo tanto A € A. Por el
Teoremam sabemos que d H(E)Ank ,0A) — 0. Tenemos entonces que dA es compacta en M(FE). De
la parte (i) del Teorema se sigue que es P-uniforme. Veamos ahora como extender el resultado
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a la familia CU Dado & > 0 sea R > 0 tal que P(B(0, R)°) < /8, denotemos K = B(0, R), como
P,, converge debllmente a P existe ng tal que P, (K¢) < £/4 para n > ng. Tenemos que

sup |P,(A) —P(A)| < sup |[Po(ANK)—-PANK)|+ sup |[P,(ANK®)—P(ANK®)

Aecfih Aecf){h Aecgh
< sup |PR(ANK)—-P(ANK)|+P,(K°) +P(K) <e
AecY,

para n es suficientemente grande. En la tltima desigualdad hemos usado que si AN K # () entonces
ANK e A O

Observemos que en virtud de la Proposicién ¢), el mismo resultado es vdlido para la clase de
conjuntos que satisfacen la condicién [3.2] como establece el siguiente Teorema.

Teorema 3.17. Sea p € (0,7) y h > 0. Sea P una medida de probabilidad absolutamente continua
respecto de la medida de Lebesgue p. Entonces la clase cv 1, de subconjuntos cerrados no vacios que
satisfacen la condicidn de p,h cono converidad (-) es una clase P-uniforme (y en particular una
clase de Glivenko-Cantelli).

3.3. Estimaciéon de conjuntos cono convexos

3.3.1. Tasas de convergencia para la distancia de Hausdorff

En la seccién anterior estudiamos algunas propiedades de los conjuntos que verifican la condicién
de cono convexidad exterior (finita e infinita); en la presente supondremos que tenemos una muestra
Xi,...,X, de variables i.i.d con distribuciéon Px con soporte S y veremos que las envolventes cono
convexas de la muestra, definidas anteriormente, son consistentes en distancia de Hausdorff y en
medida.

Teorema 3.18. Sea S C R? y X1, Xo,..., X,,... i.i.d. de Px con soporte S. Supongamos que S
es estandar respecto a Px. Si denotamos X,, = {Xl, Xo, ... ,Xn}, entonces

a) Si S €C,; entonces

du(€pn(Rp),S) =0 ((IOg(n)>1/d> c.S..

n

b) Si S€C, entonces

n

1/d
dH(%Zp,h(Nn),S) =0 <(log(n)> > c.5..

Demostracion. Haremos la prueba de a) ya que b) es andlogo. Para a) observemos que R,, C
Cpn(Nn) C €pn(S) = S por lo tanto el resultado es consecuencia del siguiente Teorema (cuya
demostracién se encuentra en |Cuevas y Rodriguez-Casall (2004))). O

Teorema 3.19. Sea Xi, Xo,... una sucesion de vectores aleatorios i.i.d. en R?® con distribucion
comun Px. Sea S el soporte de Px. Supongamos que S es compacto y estdndar con respecto a Px.

Se verifica que
1 - %d R, S 2\
{ < | — .S.
o (i) 9= () e

donde wy es el volumen de la bola unidad d-dimensional y § es la constante de estandaridad.
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En dicho trabajo se demuestra también

Teorema 3.20. Para S = [0,1]%,

liminf | — éd X 1\
fminf [ —>— >(—— 3.
o <1og(n)> (R, 5) = (ded> @3

3.3.2. Tasas de convergencia en la distancia en medida

En esta seccién hallaremos el orden de convergencia de d, (‘Kp)h(Nn),S), para el caso en que
S €C,, donde i es la medida de Lebesgue en R?. Recordemos la notacién: S & tB(0,1) = {z € S :
B(z,t) C S}. El conjunto S ©tB(0, 1) se denomina conjunto paralelo interior de S a distancia t. Es
facil ver que A6 ¢B(0,1) = (A°®tB(0, 1))6; un estudio detallado de las operaciones de Minkowski
puede encontrarse en |Serraf (1982). Contrario a lo que sucede con el conjunto paralelo exterior, como
se sefiala en el trabajo de|Saorinl (2008), aiin en el caso en el que el conjunto original es convexo, no
existe una férmula precisa (por ejemplo la ya mencionada formula de Steiner) para el volumen del
conjunto paralelo interior.

Teorema 3.21. Sea S C R? en las hipdtesis del Teorema supongamos que ademds se cumple
Px (S \ SetB(0, 1)) = O(t), (3.5)
entonces

a) Si S €C,u(S)

b) Si S €C,n(S)

dpy (G 1(R,),8) = O ((k’g(”))l/d)

Demostracion.  a) Observemos que
dpy (€pn(Rn), S) = Px (S\ 6, n(Rn)),
de donde se sigue que es suficiente ver, denotando €, = dg(X,,5), que existe k € R tal que:
S e ke,B(0,1) C 6,r(R,) para n suficientemente grande c.s., (3.6)

ya que en este caso:

1/d
Px(S\%,n(Xy)) < Px (5\ (S © ke B(0, 1))) — Oken) = O ((logrf”)) ) c.s.,
donde en la dltima igualdad hemos usado el Teorema Veamos que (3.6 se cumple con
k =3+2/sen(p/2). Tomemos ng = ng(w) tal que si n > ng, 2,/ sin(p/2) < h/2, supongamos
por reduccién al absurdo que existe z;,, una sucesién, x,, € SS©ke, B(0,1) tal que z,, ¢ Con(Rn),
es decir, podemos tomar B,, € C, con X, C By, y &, ¢ By,. Por la forma en que fue tomado &,
sabemos que existe X; tal que X; € B(x,,&,). Como R,, C B, tenemos que B(x,,&,)NB, # 0
y B(zn,e,) N BE # 0, de donde se sigue que existe z, € dB,, v 2, € B(zn,&,). Dado que
B,, € C,;, podemos tomar &, de norma 1y C,¢, n(z,) C BS un cono con vértice en z,, por

lo tanto C\ ¢, n(2n) MR, = 0. Consideremos

2e,

Yn = Zn + sen(p/?) ny
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como se muestra en la Figura Basta probar que B(y,,2¢,) C S, lo cual contradice que
dip(S,R,) = e, va que B(yn,2e,) NN, = 0. Por la forma en que fue tomado y, es facil
ver que B(yn,2e,) C Cpe, n(zn). Sabemos que B(x,,ke,) C S, por lo tanto basta ver que
B(Yn,2ep,) C B(xy, key,) pero esto es inmediato dado que, sit € B(yy, 2e,,), entonces ||[t—x, || <
[t = wnll + llyn — 2nll + |20 — 2all < 260 + 260/ sen(p/2) + en = n(3 + 2/ sen(p/2)).

Figura 3.4: B(yn,en) C Cpe, .n(2n)

b) El resultado se sigue de la parte a) y de la Proposicién d) ya que %Zp,h(Nn) € Cp 1/, y POr
lo tanto

Cgp/,h/(Nn) C Cgp7h(Nn>.
O

Observacion 3.22. En el caso en que Px es la distribucion uniforme con soporte en S la hipdtesis
se cumple por ejemplo cuando existe el contenido de Minkowski exterior de S¢. El orden que se
obtiene en el teorema anterior es el mismo orden de convergencia que se obtiene para los conjuntos
r-converos aunque en este caso el orden se puede mejorar si se impone ademas que S¢ también sea
r-convezo (ver | Rodriguez-Casal (2006)).

En virtud de (3.6) tenemos el siguiente resultado:
Proposicion 3.23. Si S estd en las hipdtesis del Teorema [3.21] entonces
du (08,06, (X)) < kdu(S,N,)  paran suficientemente grande,

donde
k= (3+2/sen(p/2)).

Demostracion. La tesis se sigue de , de 06, n(Xy,) C S\ int (S © ke, B(0, 1)), y de que
a(s © ken B(0, 1)) c {x €R?: d(z,0%,4(S)) = ksn}.
O

Para construir el estimador %, 5(R,,) es necesario conocer los valores reales de p y h, si bien mas
adelante veremos un test para saber si estamos tomando un p mayor que el real (en el caso cono
convexo en sentido estricto), el siguiente teorema nos permite tomar p,, — 0. Recordemos que si
S €, entonces S € Cp, p, si0O<pr <pyhi <h.
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Teorema 3.24. Sea S C R%, S € Con, sea Ry, = Xq,..., X, i.4.d con distribucion Px con soporte
S, supongamos que Px wverifica la condicion [3.5 Sean pn,h, sucesiones decrecientes de nimeros

reales tal que
d N, d , Ny,
709, Ny,) 0 709, Ny)

mnH hn — 0?
P Pn b,

— 0,

entonces

dpy (€ (Rn), S) = O(du(S,R,)/pn)  c.s..

Demostracion. Como S € Cpp, €, 1, (Rn) C S para n > ng con ng tal que ppy < py by, < h.
Observemos que
dPx (%Pn,hn(Nn% S) = Px (S \ e, n,hn(Nn)) C.S.,

para n > ng. Es suficiente ver que si €, = dyg(X,,.5), existe k,, € R tal que
S © knenB(0,1) C %Pn,hn(Nn)’ (3.7)

v knpn — ¢, siendo ¢ constante ya que en este caso
Px(S\ %, 0. (Rn)) < Px (s \ (S © knen B0, 1))) = Okpen).

La demostracién de (3.7)) es igual a la de (3.6) tomando k, = 3 + 2/sen(p,,/2). O

3.3.3. Tasas de convergencia para la envolvente por complemento

En las secciones anteriores obtuvimos, bajo la hipétesis de que el conjunto S es cono convexo en
sentido amplio, tasas de convergencia para la distancia de Hausdorff y en medida. Claramente dichos
resultados son ciertos para la envolvente cono convexa en sentido estricto. Siguiendo algunas ideas

expuestas en |Pateiro-Lépez| (2008), vamos a estudiar ]E(de (S’, %Zp’h(Nn))), siendo N, = X1,..., X,

una muestra i.i.d. de X, cuya distribuciéon denotaremos Py, con soporte S. Supondremos que Px
es absolutamente continua, cuya densidad, f, satisface que existen ky y k2 tal que 0 < k1 < f(z) <
ks < oo para todo x € S c.s.. Supondremos adema&s que

S =%, n(S).
Dados a € (0,7) y b > 0, denotamos
Gapp = {Caep(x):z e R, ¢ € ST}

Definiremos, al igual que lo hecho en |Pateiro-Lopez (2008) para conjuntos r-convexos, familias
inevitables:

Definicién 3.25. Dado z € R, p € (0,7) y h > 0, denotemos A, ,(z) = {C € 4, , : z € C}. La
familia de conjuntos &l , 5, es inevitable para A, j(x) si para todo C € A, j(x) existe U € &, , p, tal
que U C C.

Supongamos que podemos definir, para cada x € S, familias inevitables &, , » con una cantidad
finita de elementos. En tal caso

P(z € S\ %Gpn(Rn)) =PEC € Appn(z): COR, =0) < Y PUNYR, =0).
Uely p.n
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De donde se sigue que:

B(drc (5.%pn00)) =B [ T gip oy Flo)da
ng/S]P’(x € S\ Cpn(Rp))dx

<k, > PUNR, =0)da
S Uty pn

gkg/ > (1=kpUNS)) da.

SUesty pn

Por lo tanto lo que haremos serd definir, para cada = € .5, familias inevitables de modo tal que

”Efj(g)s) sea grande.

Proposicién 3.26. Sea v = p sip < 7/3 yv = (7 — p)/2 en caso contrario. Sea hy = % sen(2).
Dado x € S, consideremos un cubrimiento minimal {C’W/g@,hl (): [I§ll=1,j=1,..., k} de la

bola B(x, h1) por conos de dngulo v/2, eje &; y altura hq. La familia
Yoo = {Cp26;m (@), 1§ =1, 5=1,...,k},
es inevitable para A, p(x). Mds ain el cardinal de Y, , 5, no depende de x.

Demostracion. La idea de la construccién que haremos consiste en encontrar, para cada C € A, »(z)

otro cono ¢/ = C;,gj,hl(l") con vértice en z, dngulo v, altura hy y eje el vector £ con j =1,...,k,
tal que C" C C. En lugar de considerar todos los conos C' € A, () podemos fijar C'y variar z. Por
ejemplo hacemos variar z en C' = C), ¢, ,(0) de dngulo p, altura h, eje el vector e; = (1,0,...,0) y

vértice en el origen de coordenadas. Por definicién de A, j,(z) tenemos que x € C, ¢, 1(0).
Vamos a separar en 3 casos:

1. Siz € Cye, ny2(0) tomamos C' = C., ., n/2(x). Es claro que en este caso C’ C Cp e, 1(0).

2. Siz =re; con h/2 < r < h, tomamos C' = C, _, »,(2); es claro que en este caso también
se cumple que C' C C,., 1(0) ya que h; es la distancia del punto medio del eje del cono

Cp.e1,n/2(0) al borde del mismo.
3. Siz € C,, ,1n(0) pero no esta en los casos anteriores, definimos v = Hii%i\l’ donde tomamos
t=(h/2)e1, y A1 tal que <H§1§:§H ; ﬁ> = cos(7y/2). Tomamos C' = C,, ., (x). En este caso

es claro que C' C Cpe, 1(0), ver Figura [3.5]

Para construir la familia inevitable consideremos un cubrimiento minimal de B(z, h1) de la forma
{Cy /2.6, .n, () }j=1,...k Para algunos &; € Sffl. Veamos que U, , 1 = {Cy/2.¢,.n, (¥)}j=1,.. 1 €s una
familia inevitable para A, ,(x). Sea C € A, »(x), = estd en alguno de los 3 casos y por lo tanto existe &
de norma 1, tal que C, ¢, () C C, sea jo tal que ({j,,€) > /2 (existe porque {C, j2.¢, n, () }=1
es un cubrimiento), entonces C, /2 ¢ 1, (%) C Cyy e, (2).

Ahora que hemos definido familias inevitables podemos demostrar el siguiente teorema:

Teorema 3.27. Sea S CR?, S € C,) y F(2) = p({z € S:d(z,05) < z}). Supongamos que F' es
acotada en un entorno de 0, y X1, Xo, ... son i.i.d. con distribucion Px con soporte S. Supongamos
que Px es absolutamente continua con densidad f, tal que 0 < k1 < f(x) < ko < 00 para casi todo
x € 8, siendo k1 y k1 constantes. Entonces,

E(de (S, %p,h(nn))) = O(n~ 14y,
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®

hy

Figura 3.5: Caso 3, C,,,.p, () C Cp e, 1(0).

Demostracion. En virtud del Lemma 2 en |Stachd| (1976) F’ es absolutamente continua y existe
excepto en un conjunto N numerable, por hipdtesis existen s y ¢ tal que F’(t) < g Vt € [0,s] N N°.
Sea hy = min{s, h1}, donde hy = % sen(p/2), entonces

]E(dpx (S, %},,h(Nn))) < ke (1= k(U NS)) " da

/{mes:d(w,85)<h2} Uely pon

+ ke (1-kpUNS)) da.

/{xeS:d(x,85)>h2} Ueuz

x,p,h

Respecto al ultimo término observemos que si d(x, 9S) > hs entonces B(x, he) C Sy, para todo
U € Uz p.n, tenemos que: k(U NS) > k‘lu(U N B(x, hg)) = cohd siendo ¢y una constante positiva.
Por lo tanto si k = k(p, h) denota el cardinal de la familia 4, , , entonces

/ (1= kp(UNS)"de < k(1 - cohy)" u({z € S: d(x,05) > ha}),
{z€S:d(x,05)>h2} Uetly pn

s . —nhd .
esta dltima expresién se puede acotar por kse "2 donde k3 es una constante positiva.
Para acotar la primer integral observemos que: U = C, /3¢, p, () y t < he < h; entonces

UNB(z,t) = Cya¢,+(x) por lo tanto si d(z,05) =t
kip(U N S) > k(U N B, b)) = cot®.

(1 - kp(UNS) " de g/ k(1 — cod(x,08)%) " da

/{xES:d(m,c’)S)<h2} UEty o {ees:d(z,08)<h }

ke_COnd(x’BS)dd{E.

<
{ces:d(z,09)<h, }

Sea g(z) = ke=°n=" Haciendo un cambio de variable obtenemos:

/ ke—cond(x,as)ddxz/ g(d(m,@S))dIZ/ 9(2)dF(2)
{zx€S:d(x,05)<ha} {z€S:d(z,05)<h2} [0,h2]
— [ s@P@d< [ e,
[O,hz] [O7h2]
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donde k4 es una constante positiva (en la dltima desigualdad hemos usado que F” es acotado en
[0, s]). Finalmente, existe una constante positiva ks > 0 tal que

conhd +oo
/ k4efcomddz = nil/d/ ’ kse “ut =D/ dqy < nfl/d/ kse “u( =D/ dgy = O(nil/d).
[O,hz] 0 0

Juntando ambas cotas: E(dpx (S, @p7h(Nn))) = (’)(e—nhg(!o + n—l/d) = O(n~1/4). O
Observacion 3.28.

1. La condicidn de que F'(0) < oo es equivalente a la finitud del contenido de Minkowski exterior,
segun fue definido en 1.8 Un estudio detallado del contenido de Minkowski exterior puede
encontrarse en |Ambrosio y otrod (2008).

2. El orden de convergencia que obtuvimos es mds lento que el que se obtiene en |Pateiro-Lopez
(2008) (ver Teorema 2.5.2) para los conjuntos r-convezos, en los que rueda una bola de radio
a >0 enS y S, no obstante es importante sefialar que la clase de conjuntos en la que estamos
trabajando es mucho mayor.

3.4. Estimacion no paramétrica de la medida de la frontera
de conjuntos cono-convexos

En esta seccién vamos a comentar brevemente el problema de la estimacién de la longitud (o
volumen de la superficie en dimensién mayor) del borde de un conjunto que verifica la condicién
de cono convexidad exterior. Veamos con un ejemplo sencillo que, atin en el caso en que la muestra
esta sobre el borde del conjunto, la longitud del borde de la envolvente cono convexa de un conjunto
S, no converge a la longitud del borde de dicho conjunto, por lo tanto es razonable pensar que lo
mismo sucederd cuando la muestra es uniforme en el conjunto. Consideremos el conjunto en Cr /2
de la Figura formado por un cuadrado de lado uno cortado con el complemento de un disco de
radio un medio, cuyo centro estéd en el punto medio de uno de los lados. Es facil ver que si tomamos
dngulo p = 7/2 y construimos la envolvente p cono convexa de una muestra de puntos uniforme en
cualquiera de los 3 lados rectos, la suma de las longitudes de los arcos que constituyen el borde de
dicha envolvente es /2. Por otro lado si la muestra estd en el arco de la circunferencia la envolvente
p cono convexa de los puntos coincide con el arco. Es decir la longitud del borde de la envolvente es
27 y la del conjunto 3 + /2.

Figura 3.6: Conjunto S € Cr /3 para el cual Lo(9S) # Lo(0Cr/2(Ry))-

Ejemplo 3.29. Veamos con un ejemplo que S, dn, g y 0S, LEN dS, ain en el caso en que
Sp €C,y S €C,noimplica que el contenido de Minkowski de 055, converge al de S. Consideremos
S =10,1> c R? y S,, de la siguiente manera:

So=SU A,
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siendo A} el tridngulo isésceles con base el segmento formado por los puntos (0,1) y (1,1), como se
muestra en la Figura E y lado 1/v/2 V2.

S,=AluA2uU...uAY,

siendo A? con i=1,. 2" el tridngulo isdsceles con base en el segmento formado por los puntos

((i—1)/2",1 2/2” , de lado 1/(2"Vv/2).

Figura 3.7: S,, € C, /2 para todo n.

Observemos que el contenido de Minkowski de S, es 34++/2 para todo n y que S,, y S pertenecen
a Cﬂ-/271 .

Lema 3.30. Sean S,, y S subconjuntos compactos de R tal que existe el contenido de Minkowski
Lo(0S) y e := dg(0Sy, 0S) — 0, consideremos e, — 0 tal que e, /e], — 0 entonces

i 1((8S,) ® e, B(0,1)) _

n— 00 25;1

Lo(95).

Demostracion. Demostraremos que
1. VB8 >1(0S,) @e,B(0,1) C (0S) & Be,,B(0,1) para n > ng.
2. Va <1 (8S) ® ae,,B(0,1) C (9S,,) ® e, B(0,1) para n > nj.

Veamos 1.: sea z, € (95,) ® €,B(0,1), existe t, € 95, tal que z,, € B(tp,e;,). Como &, =
dp(0Sy, 0S) existe y, € B(tn,en), yn € 0S. Es suficiente ver que z,, € B(yn, fe],) para n > ng,
donde ny no depende depende de z,,, pero esto se sigue de que:

[yn = Zall < lyn = tall + ltn, 2nll < €n + 5 =€, (1 + en/e,) < Be, 1= no.

La demostracién de 2. es andloga, tomemos z,, € (05) ® ae], B(0,1), existe ¢, € 95 tal que z,, €
B(tn,as ). Como €, = dg(0Sy,085) existe y, € B(t,en), yn € 0S,. Es suficiente ver que z,, €
B(yn,e!,) para n > n; donde ny no depende de z,,, pero esto se sigue de que:

[yn = @nll < llzn = tall + [tn = ynll < ag, +en =ep(atenfer) <, n>na

El resultado se sigue de forma inmediata a partir de 1 y 2:
oS ’B()’l 8Sn IBO,].
aLo(S) = a lim p(( )GBaE/n (0,1)) < lfminf 1((08,) @ e, B(0,1))

n—oo 20¢5n n—r00 2¢!

oy MO B DBOD) L n((05) & B, B0, 1)

n—o0 2}, n—oo 20e!,

= BLo(S).

O

Observacién 3.31. Observemos que, si bien el ejemplo con el que comenzamos la seccion nos
sugiere que no es posible estimar Lo(9S) por L, = Lo(afgp,h(Nn)) para el caso en que S € Cpp,
como conocemos la tasa de convergencia de e, = dgg (85’, 8‘5/)’;1(2\2”)) (Proposicio’n, basta tomar
en la definicion de Lo un !, de orden mayor.
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3.5. Inferencia sobre los parametros r y p

3.5.1. Espacios maximales en conjuntos cono convexos

Una pregunta que surge de manera natural cuando suponemos restricciones de forma del tipo
r-convexo o p cono convexo es cémo determinar el valor de r o de p. Si bien es cierto que en ambos
casos se puede tomar un valor mas pequeno que el verdadero valor, esto produce velocidades de
convergencia mas lentas. Cuando sobre estimamos el valor el estimador deja de ser consistente, (en
distancia de Hausdorff o en medida) por lo tanto es de interés cuantificar el error que se comete en
dicho caso, asi como tener un procedimiento estadistico que nos permita aproximar el valor real.
Para el estudio del valor real de r o de p para el caso de conjuntos r-convexos o p cono convexos
vamos a introducir el concepto de espacio maximal (ver [Janson| (1987)):

Definicién 3.32. Sea A C R? acotado tal que int(A) # 0, definimos el espacio mazimal de A (que
denotaremos m(A)) como

sup {m : 3z € A tal que B(z,m) C A}.

La idea intuitiva que nos permitird construir luego un test para saber si estamos tomando el p
6ptimo se basa en el hecho de que si S es p cono convexo y tomamos un p’ mayor que el minimo de
los valores que verifican S = C,(5), el conjunto C,/(S) \ S tendra un espacio maximal positivo que
se puede estimar por medio de una muestra Xy, ..., X,, de variables i.i.d con distribucién uniforme,
con soporte S. Para eso vamos a usar el siguiente teorema (ver [Janson| (1987)).

Teorema 3.33. Sea K C R? acotado tal que pg(K) = 1 y pqa(0K) = 0 (donde pg denota la
medida de Lebesque en R?). Sean X, = {X1, ..., X,,} una muestra de variables i.i.d. con distribucion
uniforme en K, si denotamos

Vi = g (B(o,m(K \ Nn))),

entonces
nV,, —log(n) — (d — 1) log (log(n)) —log(B) — U,
donde -
P(U<u)=e° ,
)

6_1<ﬁf(§+1))d_1.

T d I

Dado que en general no conocemos la medida del conjunto, suponer que la misma es uno es una
restriccién muy fuerte, por lo tanto en lugar del Teorema vamos a usar una version un poco
mas general.

Teorema 3.34. Sea K C R? acotado tal que pg(0K) = 0 y pa(K) > 0 (donde uq denota la
medida de Lebesque en R?). Sean R, = {X1,..., X,,} una muestra de variables i.i.d. con distribucion
uniforme en K, si denotamos

Vi = g (B(o,m(K \ Nn))),

entonces
Vi log(n) — (1) o (logn) ~ o (3) — U,
donde
PU<u)=e*",
y d—1
1 7l (£ +1
5‘d!<fr<(d;1> )> v
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Demostracion. Consideremos la transformacién lineal T : R? — R? tal que

et
1/d

(Md(K ))

es inmediato verificar a partir de un cambio de variable que, para todo boreliano B C R?, se tiene
que

T(x1,...,24) = Tlyeeny Td)s

1
Hd T(B = ———MHd B). 3.9
(T(5)) = sl ) 3.9)
De (3.9) se sigue que T'(R;,) es una muestra con ditribucién uniforme en T'(K). Podemos aplicar el
Teorema [3.33 para T(K) y T(R,,) y obtener:

nV,I' —log(n) — (d — 1) log (log(n)) — log(8) — U,

donde VT = g (B(o, m(T(K) \T(Nn)))> _ (T(B(o, K\ Nn))). Por (3.9) tenemos que

1
V

r_ 1 m _
W= iy (BO.mU\ND)) = e

O

Es claro que el resultado anterior sigue siendo cierto si en lugar de pg(K) tomamos una variable
aleatoria Y,, tal que Y,, — uq4(K) casi seguramente.

Veamos ahora un resultado que nos permite relacionar el espacio maximal de conjuntos que estan
préximos en distancia de Hausdorff y cuyos bordes también lo estan.

Proposicién 3.35. Sean A y B subconjuntos acotados, no vacios de R? tal que dp(A,B) < ¢y
dp(0A,0B) < e entonces
|m(A) —m(B)| < 2e.

Demostracion. Es suficiente ver:
1. {xr € A:d(z,0A) >2} CB

y
2. {xe€B:d(,0B)>2}CA

ya que de 1 obtenemos que m(B) > m(A) — 2e, mientras que de 2 se obtiene que m(A4) > m(B) — 2e,
de donde se deduce que |m(A) —m(B)| < 2. Para ver 1 (2 es andlogo) supongamos que existe z € A

tal que d(z,0A) > 2¢ pero x ¢ B. Como A Cé (B, ) tenemos que z Eé (B,e) \ B por lo tanto
d(x,0B) < ¢,
d(z,0A) = dy({z},0A) < dy({z},0B) + dy(0B,0A) < 2e.

O

Observaciéon 3.36. Observemos que de la Proposicion anterior se sigue de manera inmediata que
m es continuo en (E,d) el espacio métrico de los subconjuntos compactos de RY, con la métrica d
definida como: d(A, B) = dgy(A, B) + dg(0A,0B).

_ Dado que lo que queremos es usar la Proposicién para comparar el espacio maximal entre
C,(R) \ Ny, y el de 6,(S5) \ R,, tenemos que demostrar que quitar 8, en €,(X,,) y en %,(S) no nos
modifica la distancia de Hausdorff entre los conjuntos y entre los bordes, para eso:
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Corolario 3.37. Sean A, B y C subconjuntos de R?, acotados, no vacios, tal que C C B C A y
dp(A,B) <e, dg(0A,0B) < ¢ entonces

|m(A\ C) —m(B\ C)| < 2.
Demostracion. Es consecuencia inmediata de la proposicion anterior y de que

din(A\C,B\C) = du(A,B) y du(9(A\C).0(B\C)) = du(dA,0B).

O
Teorema 3.38. Sea S compacto, p € (0,7] y R, = {X1,..., X} una muestra de variables aleatorias
i.3.d. con distribucion uniforme con soporte S, entonces con probabilidad uno
dy (3‘@(5), (’9‘@(?\2@) < kdg(S,N,) para n suficientemente grande, (3.10)
Yy . .
du (6,(5),%,(N,)) < kdp(S,R,,) para n suficientemente grande, (3.11)
siendo
B 2
- sen(p/2)’
Demostracion. Veamos que, para todo n
6,(S) © ke, B(0,1) C 6,(R,) C €,(S) cs., (3.12)

donde ¢, = dy(S,R,). La segunda inclusién es inmediata, veamos la primera: sea = € %,(S) ©
ke, B(0,1), supongamos que z ¢ %,(X,,). Como = ¢ €,(R,,) existe £ de norma uno y un cono C,, ¢(y)
con vértice en algtin punto y tal que = € C, ¢(y) v Cpe(y) NR,, = 0. Como = € €,(S) © ke, B(0,1)
tenemos que B(z,ke,) C %,(S). Por la forma en que fue tomado k existe z € B(z, ke,) N C¢(y)
tal que d(z,0C,¢(y)) > 2e,. Consideremos el cono Cy¢(z), es claro que Cpe(2) C Cpe(y). Como
2 € 6,(S)y 2 € B(x,ke,) tenemos que C,¢(2) NS # 0. Sea s € C,e(2) NS, por la forma en que
tomamos z es claro que B(s,2e,) C C,¢(y), pero esto contradice que C,¢(y) N R, = 0. De
se sigue @ de forma inmediata. ~ ~

Para probar @b hay que observar que si x € 0%,(X,,) entonces z ¢ €,(S) © ke, B(0,1). Para ver
esto ltimo supongamos por reduccién al absurdo que existe z € 8‘5;(?%) yzTe CKN,,(S )©kenB(0,1).
Dado que = € 3%,(R,,) existe £ de norma 1, y un cono C,e(x) tal que Cpe(x) NN, = 0, ademds
sabemos que B(z,ke,) C €,(S), es decir si consideramos los conos

Cyr=Chelw+ ) 0< A< key,

tenemos que x + A\ € B(x, ke,,) y por lo tanto C, NS # () para todo 0 < A < ke,,. Como S es
compacto Cie, NS # 0. Sea s € Cye,, NS # 0, es claro que B(s, 2e,) C Cp () lo cual es un absurdo,
por la forma en que fue tomado &,,. O

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del teorema anterior y del Corolario [3.37]

Teorema 3.39. Sea S en las hipdtesis del teorema anterior, entonces con probabilidad uno

(8 \ R0) = m(€(9) \ )

< 2kdg(S,N,),

para n suficientemente grande c.s., siendo
B 2
- sen(p/2)’
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3.5.2. Contraste de hipdtesis sobre p
Contraste para p.

En esta seccién supondremos que tenemos S C R? tal que S = ‘gp(S) (siendo p el supremo de
los valores para los cuales se verifica dicha propiedad), y que existe r > 0 tal que S estd en las
hipétesis del Teorema [1.11]con 7y = r. Como se dijo al comienzo de la seccién anterior, nos interesa
testear a partir de una muestra N,,, si estamos sobrestimando p. Veamos primero una proposiciéon
que nos dice que si tomamos un p mayor que el verdadero valor eso nos produce un espacio maximal
positivo.

Proposicion 3.40. Sea S tal que S = %Npl (S), con p1 el supremo de los valores que cumplen dicha
propiedad. Sea p > p1 entonces

0 < m(€,(5)\ S) <m(Gp(S)\Ra) <m(Gp(S)\ ) +d(S,Ra) Vo> p1yn>0.

Demostracion. Veamos primero la demostracién de la primer desigualdad (la segunda es inmediata).
Como S no es p cono convexo existe z € 95 tal que x ¢ 9,(S) es decir = € int(%,(S)). Sea § >0
tal que B(z,d) C ‘é,(S) Como x € 9S y S es p; cono convexo existe £ de norma 1 y un cono
C,, ¢(z) tal que C,, ¢(x) NS = 0. Bs decir B(x,8) N C,, ¢(z) C%,(5)\ S.

Para demostrar la tercer desigualdad tomemos v > 0 y m, tal que 0 < m( 7 H(S)\ R ) —my <7,
sea ¢, tal que B(cy,m,) C G,(S) \Nn, es claro que B(cy, my —du(S,R,,)) C ﬁé »(S)\ S de donde se
sigue que m, — dy(S,R,) < m(€,(5)\ 9). O

Teorema 3.41. Consideremos la siguiente prueba de hipdtesis:

Ho: p=pi (3.13)
H : p<p
el conjunto Cp, = 6, (Cr(Ry)), el estadistico
Vo = i (B(O,m(Cn \ Nn))),
y la region critica }
RC = {Vn > cn,a},
donde
Cna = @( —log (—log(1 — @)) + log(n) + (d — 1) log (log(n)) + log(ﬁ)) O(log(n)/n),

y B es la constante (@ Dado « € (0,1) la prueba tiene potencia 1, y es asintoticamente de
nivel a.

Demostracion. Tenemos que demostrar que
Py, (Vn > C,W) — Q,

y, para n suficientemente grande ~
f:)H1 (Vn > cn,a) =1.

Observemos que bajo Hy, X, C C.(X,) C C, C S para todo n, con probabilidad uno. Como
estamos suponiendo que S es r-convexo sabemos, por el Teorema 4 en Rodriguez-Casal (2006]) que:

di (CT(Nn), S) = (9(( log(n)/n)Q/(dH)),
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dy (9C,(R,,),0S) = O((log(n) /) “”1)),
por lo tanto si usamos el Corolario tenemos que, bajo Hy :

= (’)(( log(n)/n)2/(d+1)).

Si denotamos V,, = pq (B (0,m(S\ Nn))), tenemos que:

‘m(Cn \Rp) — m(S\ Ry)

Vi = Vi = O((log(n) /@40,

apn, = Py, (f/n > cna) = Py ((f/n — Vo) + Vo> cna) = P(Viy > cpa + 0(Cna))-
Observemos que conocemos (Teorema la distribucién asintética de V;, bajo Hy por lo tanto
an — Q.
Bajo Hi, por el Teorema [3.39] y la Proposicién [3.40]
0 < m(Gpy (S)\S) <M (G, (S)\Rn) < M (G, (N) \ X)) +2kdr (S, Ry,) < m(Cr \Ry,) +2kd g (S, Ry,)
es decir, para n suficientemente grande
Py, (Vn >Cpa) =1,

ya que ¢, o — 0. O

Contraste para r

En esta seccién, siguiendo las ideas de la seccién anterior, vamos a proponer un test de hipétesis
asintoticamente de nivel «, para el parametro r de los conjuntos r-convexos, que estan en las hipdtesis
del Teorema (con r = rg) y tal que S = int(S). Para eso, vamos a estudiar al igual que
lo hecho para el contraste de p, dy (CT(S),CT(Nn)) vy dy (8CT(S),8CT(Nn)) para r > r; (donde
N, = {X1,..., X, } es una muestra de vectores aleatorios con distribucién uniforme en S). Veremos
que se puede aproximar el espacio maximal m(C,(S)\ S) por m(Cr(R,) \ X,,).

Observacién 3.42. Observemos que
m(Cr(Ry)) = m(int(Cr(Ry))) = m(int(Cr(Ry))) = m(Cr(Ry)),

por lo tanto m(C,(Ry,)) = m(int(C,(Ry,))). En virtud de esto dltimo es que trabajaremos con
int(C’r(Nn)) en lugar de Cp.(R,,).

Veamos primero algunos lemas que serdn de utilidad en esta seccién
Lema 3.43. Sea S C R? compacto tal que S = int(S) entonces Cy.(S) = int(C,(S)).

Demostracion. La demostracion es andloga a la hecha en la Proposicién [3.9] para las envolventes
p cono convexas. Como C,.(S) es cerrado tenemos que int(C,(S)) C C,(S) por lo tanto nos resta

demostrar que C,.(S) C int(C,(S)). Como S = int(S) C C,(S) y int(S) C int(C,(S)), para
demostrar que C(S) C int(Cy(S)) es suficiente ver que int(C,(S)) es r-convexo.

Sea z € 0int(C,(S)) tenemos que encontrar ¢ tal que x € dB(t,r) C int(Cr(S))C. Veamos que
z € 8C,(S). Para todo 6 > 0 tenemos que B(z,8) Nint(Cy(S)) # 0y B(xz,8) N int(Cr(S))C £ 0.
Sea z € B(z,68) Nint(Cr(5)). B(z,6 — d(z,0B(z,8)) Nint(Cr(S)) entonces B(z,d) N Cp(S) # 0.
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Sea y € B(z,6) N imf(C’T(S))c7 tenemos que o bien y € C,.(S)¢ en cuyo caso z € 9C,.(S), o bien
y € 9C,.(S) en cuyo caso B(y,d —d(y,0B(z,0)) NC,(S)¢ # 0 de donde B(z,8) N C,(S)¢ # 0. Como

x € 9C,.(S) podemos tomar t tal que x € dB(t,r) C C.(S)° C int(CT(S))C.
O

Lema 3.44. Sea S C R tal que S = C,,(S), (con r1 el supremo de los r € R que cumplen dicha
propiedad) entonces m(Cy.(S)\ S) > 0 para todo r > r1.

Demostracion. Como S no es r-convexo existe z € 95 tal que = ¢ 9C,(5), ademds como S C C.(.5)
tenemos que x € int(C,(S)) por lo tanto existe 6 > 0 tal que B(z,d) C C,(S5). Como S es ry-convexo
y x € 0S5 existe y tal que € 9B(y, 1) y B(y, 1) C S°. Tenemos que B(y,r;)NB(z,d) C C(S)NSC,
de donde se sigue la tesis. O

Lema 3.45. Sea S C R? tal que S = C,,(S), (con r1 el supremo de los r € R que cumplen
esa propiedad) y sean N,, = X1,..., X, variables i.i.d. con distribucion uniforme en S. Sea €, =
dg(S,N,), yr > ri entonces

Cr_2.,(5S)©2e,B C C.(X,) C C.(S) para n suficientemente grande. (3.14)

Demostracion. La segunda inclusiéon es inmediata ya que N, C S. Veamos la primera: sea = €
Cr—ac, (S)62¢, B, supongamos por absurdo que z ¢ C..(R,,) es decir, existe y tal que B(y,r)NR,, =
y © € B(y,r). Es claro que B(z,2¢,) C Cr_ac, (S). Es claro que B(y,r — 2¢,) N B(x,2e,) # 0.
Sea z € B(y,r — 2¢,) N B(x,2¢,) como z € B(x,2¢,) tenemos que z € C,_o, (S) de donde
B(y,r —2e,) NS # 0, sea s € B(y,r — 2¢,) NS entonces B(s,2¢,) C B(y,r) pero esto es absurdo
ya que B(y,r) NR,, = 0. O

Es inmediato, pero serd de importancia méas adelante, que las inclusiones en (3.14)) siguen siendo
vélidas si tomamos interior y luego clausura, en cada uno de los conjuntos, es decir

int(Cr_2e, (5) ©2e,B) C int(Cr(R,,)) Cint(C,(S)) para n suficientemente grande.

Lema 3.46. Sea S C RY tal que S = int(S) y S = C,,(S) (con 1 el supremo de los r € R que
cumplen esa propiedad) y sean ¥, = {X1,..., X, } variables i.i.d. con distribucidn uniforme en S.

Sea e, = dp (S, N,) yr > r1, con probabilidad uno

1. int(Cr_2z,(8) © 22,B)) 2 C\(8)

2. int(Cr_se, (8) © 22, B) 25 C,(S)
Demostracion. Veamos la demostracién de 1. Como

9(Cr_a:, (S) ©2¢,B) C {x € R : d(x,0C,_2.,(5)) = 2e,},

y u{x eR?: d(z,0C,_s.,(5)) = 25n} = 0 tenemos que

u(int(Cr,ggn (S)e 2£nB))) = M(C’T,ggn (S)e 25nB)>.
Vamos a demostrar 1 para Cy,_s. (S) © 2e, B. Observemos que:
Cr—2,(8)©2e,B=(S® (r—2e,)B) ©rB C (S® (r — 26,,41)B) ©rB. (3.15)

Para demostrar 1 veamos que como C,.(S) es compacto se tiene que

c )\ ((s & (r— 2¢,)B) © TB) C C(9), (3.16)
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para eso sea x € Cn(S) tal que Vn & ¢ (S @ (r — 2¢,)B) © rB. Existe t, € B(z,r) tal que
B(tp,m — 2e,) NS = 0, sea t = lim,t, (pasando eventualmente a subsucesiones), es claro que
t € B(x,r) , veamos que

B(t,r)N S = 0. (3.17)

Supongamos que existe z € B(t,r) NS y tomemos n suficientemente grande de modo que ||t,, —
t| < d(z,0B(t,r)) /4y en < d(z,0B(t,7)) /4, entonces

[tn — 2|| < [ltn =t + It = 2]l = [Itn — tl| + (r — d(2,0B(t, 7)) <71 —3e, <71 — 28y,

pero esto contradice que B(t,,r —2¢,)N.S = (). Veamos que ¢ E OB(x,r): sabemos que t € B(z,r),
supongamos que t € B(z,r) esdecir z € B(t,r). Como z € C,.(S), tiene que ser B(¢,r)NS # 0 lo cual
contradice . Tenemos que z € 9B(t,r) C S° entonces x G 8 S como querlamos demostrar
Como Cr,gsn (S) ©2,B = (S (r—2¢,)B) ©rB C C,(S) de (3.15 y 1(9C(S)) = 0 se

sigue la tesis.

Veamos la demostraciéon de 2, supongamos que no fuese cierto, como int (CT_an (S)e QEnB) =

int((S ® (r —2e,)B) © rB) C C,(S) podemos tomar z,, € C.(S) y

d(mn, aint(Cr,gen(S) o QEHB)) =dy (CT(S), int(Cr,ggn (S)e 25nB)) > § para todo n.

Tomamos = = lim x,, (pasando eventualmente a subsucesiones), entonces x € C,.(S) ya que C,.(S) es

m

compacto. Tenemos que B(z, §/2)Nint(C,.(S)) # 0 1o cual contradice que int(Cy_a., (S) © 2¢,B) N
G (9) O

Lema 3.47. Sea S en las hipdtesis anteriores, entonces, con probabilidad uno

1. dy <8int(OT(Nn)),8CT(S)> 0,

Y

2. dy (int(Cr(Nn)),Cr(S)) 0.
Demostracién. Veamos la demostracién de 1: si z € 9int(C(R,)) entonces z € 9C,(R,), como
Cr(R,) es r-convexo existe y tal que z € dB(y,7) y B(y,r) N X, = 0. Veamos que para todo n
z ¢ (S® (r — 2e,)B) © rB: supongamos que existe n tal que z € (S @ (r — 2¢,)B) © rB sea
z € B(y,e) N B(z,7) entonces z € S @ (r — 2¢,) B de donde B(z,7 — 2¢,) NS # @ lo cual contradice

que B(y,r) NN, = 0. La tesis se sigue de la parte 2 del lema anterior. La demostracién de 2 es
inmediata a partir de la parte 2 del lema anterior y de (3.14). O

Veamos ahora una adaptacién del Teorema |3.39| para los conjuntos r-convexos.

Teorema 3.48. Sea S C R? tal que S = int(S) y S = C,,(S), (con 1 el supremo de los r € R que
cumplen esa propiedad) y sean W,, = X1, ..., X,, variables i.i.d. con distribucidn uniforme en S. Sea
en =dg(S,Ry,), yr >ry entonces

‘m(C,.(Nn) \Ry) = m(Cr(S) \ Ry)| — 0

Demostracion. Como dijimos antes, podemos suponer que C(X,,) = int(CT(Nn)). El resultado es
entonces una consecuencia del Corolario [3.37y del lema anterior. O

Veamos ahora el teorema que nos asegura que la prueba de hipdtesis antes mencionada tiene
potencia 1 y es asintéticamente de nivel a. La demostracion es andloga a la hecha para conjuntos p
CONO CONVeEXOS.
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Teorema 3.49. Sea S C R? un conjunto compacto no vacio tal que p1q(S) > 0, sear > 0 el supremo
de los valores que hacen que S esté en las hipdtesis del Teoremal|l.11| con ro = r. Consideremos la

siguiente prueba de hipdtesis:
Hy: >
{ 0 T=n (3.18)

Hi: r<nr

el conjunto C,, = C,, (R,,) el estadistico:

V= pa(BO.m(C\N,))),

y la region critica R
RC = {Vn > cn,a},

donde

Cna = @( —log ( —log(1 — a)) +log(n) + (d —1)log (1og(n)) + log(ﬂ)) (log( )/n)

y B es la constante @) Dado a € (0,1) la prueba tiene potencia 1, y es asintoticamente de
nivel a.

3.6. Contraste de hipdtesis de convexidad

En la seccién anterior hicimos una prueba de hipdtesis para conjuntos cono convexos, que nos
permite testear si estamos tomando o no un p més grande que el maximo valor posible. Supon-
gamos que queremos testear, a partir de una muestra Xi,...,X,, uniformemente distribuida en
un conjunto S compacto tal que p(S) > 0 siendo p la medida de Lebesgue, si dicho conjunto es
convexo, (asumiremos que, bajo la hipdtesis nula, el borde cumple ciertas restricciones de suavidad
que veremos més adelante). Observemos que en este caso no estamos haciendo hip6tesis sobre la
forma de S es decir no estamos suponiendo que es cono convexo y queremos verificar si el p que
estamos tomando es o no el adecuado. Lo que buscamos es saber si dicho conjunto pertenece o no
a una determinada familia (la de los convexos cuyo borde cumple una condicién de regularidad).
Observemos que %;(Nn) no es otra cosa que la envolvente convexa de la muestra, teniendo eso
presente, sabemos que para cualquier conjunto convexo S C R¢ se verifica (ver Diimbgen y Walther
(1996)) que:

A1 (8,6 (%)) = O((log(m) /m)'*).

No obstante, bajo una hipdtesis adicional de regularidad, en dicho trabajo se demuestra que

A (S, % (S)) = O((log(n) /) “”“).
Esta condicién es:

Condicién (P) Para cada = € 0S existe un tnico vector £ = £(x) de norma uno tal que
(y,&) < (z,€) para todo y € S, y para alguna constante [ € R se cumple que:

1€(x) =Wl < Uz —yll ¥V, y € dS.

Veamos ahora una prueba de hipétesis que nos permite testear si un conjunto compacto S igual
a la clausura de sus puntos interiores estd en la clase de los conjuntos convexos que verifican la
condicién (P). Para eso usaremos el espacio maximal m(%x(S) \ R,,). Veamos primero que si S no
es convexo, entonces m(%,(S)\ S) > 0.
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Lema 3.50. Sea S C RY compacto, tal que S = int(S), supongamos que S no es convezo, entonces
0 <m(€x(9)\S).

Demostracion. Observemos primero que por la Proposicion [3.9] si usamos que la interseccion de los
convexos que contienen a S es igual a la interseccion de los semiespacios que no lo cortan obtenemos:

Cr(S) = int(%,(9)). (3.19)

Como S no es convexo existen x,y € S tal que el segmento que los une no estd contenido en S,
como %, (S) es convexo, dicho segmento tiene que estar incluido en €, (S). De la compacidad de S
se sigue que podemos tomar un punto ¢ en dicho segmento tal que d(¢,.S) > 6 > 0 para algtin J. Por
B(t,9) Nint (Cgﬂ(S)) C %»(S)\ S, de donde se sigue la tesis de forma inmediata. O

Observacion 3.51. Si bien el teorema siguiente presenta una prueba de hipdtesis fdacil de imple-
mentar y que arroja buenos resultados en las simulaciones que veremos mds adelante, es importante
aclarar que la condicion (P) es una restriccion en la forma del borde del conjunto que deja fuera
conjuntos convexos muy simples como lo son por ejemplo un cuadrado. Si bien creemos que se puede
generalizar al caso en que el borde cumple la condicién (P) salvo en un conjunto finito de puntos,
no tenemos una prueba de consistencia para este caso.

Teorema 3.52. Denotemos Ap a la clase de los subconjuntos compactos convexos que verifican
la condicion (P) , sea S compacto igual a la clausura de su interior, consideremos la prueba de
hipdtesis

{H()Z SeAp (3 20)

Hll S¢.AP

el conjunto C,, = %;(Nn), el estadistico

Vo = g (B(O,m(Cn \ Nn))),
y la region critica R

RC ={V, > cpal,
donde

Cna = /ldr(lS) ( —log ( —log(1 — a)) +log(n) + (d — 1) log (log(n)) + log(ﬂ)) = O(log(n)/n),

y B es la constante (@ Entonces dado o € (0,1) la prueba es asintoticamente de nivel o

Demostracion. La prueba es casi idéntica a la hecha en [3.41] no obstante la incluiremos a efectos de
completitud.Tenemos que demostrar que

PHO (Vn > Cn,a) — Q,

y, para n suficientemente grande ~
IDH1 (Vn > cn,a) =1.

Observemos que bajo Hy, N, C C}, C S para todo n. Como estamos suponiendo que se cumple
la condicién (P) sabemos (ver [Diimbgen y Walther| (1996)) que:

d (Cn, S) = O((log(n)/n)z/(d+1)),

por lo tanto

41 (9C,,08) = O( (1og(n)/m)*").
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Si usamos el Corolario tenemos que, bajo Hy

‘m(Cn \ Rp) — (S \ Ry)

= (’)(( log(n)/n)Q/(d+1)).

Bajo Hy, si denotamos V,, = Vol(B (0,m(S\ Nn))), tenemos que,
Vi = Vi = O((log(m) /m)4/ 41

oy, = Py, (f/n > ¢nia) = P, ((f/n — Vo) + Vo > cna) = P(Vi > cpa + 0(cnya))-

Observemos que conocemos (Teorema [3.34) la distribucién asintética de V,, bajo Hy por lo tanto
o, — Q. O

Si bien la hipédtesis alternativa no significa que el conjunto no sea convexo, si no lo es tenemos,
por el Teorema [3.39]y el lema anterior, con probabilidad uno, para n suficientemente grande

0<m(€r(S)\S) —du(R,, S) <m(Cr \ Ry),
es decir, para n suficientemente grande

Py (Vi > cna) =1,

ya que ¢, o — 0, donde H; significa que .S no es convexo,

3.6.1. Algoritmo y simulaciones

Algoritmo

Para definir un algoritmo que calcule V,, = piq (B (0,m(Cy \ Nn))) vamos a usar el diagrama de

Voronoi definido en para calcular m,, := m(C,\N,). Primero presentaremos un algoritmo exacto
que si bien se puede calcular es computacionalmente més costoso que otro aproximado que usaremos
en las simulaciones. Observemos primero que si B(xz, m,) C C, \ R,, tenemos dos posibilidades:

1) B(z,my) N OC, = (), en cuyo caso, como m es maximal, existen al menos tres puntos
Xi, X;, X, € 0B(z,m), es decir x estd en la interseccién de las regiones V;,V;, Vi del dia-
grama de Voronoi definido por X,,.

2) B(z,m,) N IC, # 0, en este caso, como IC,, es una unién finita de segmentos, tenemos
nuevamente 2 casos

a) B(x,m,) es tangente a uno y sélo uno de dichos segmentos, en cuyo caso existen, como
my,, es maximal, al menos dos puntos de la muestra X;, X; € 0B(x, my).

b) B(xz,m,) es tangente a dos o mds segmentos de 9C,,, en cuyo caso = pertenece a la
bisectriz del dngulo interior que forman los segmentos tangentes.

Lo que haremos ahora es considerar los centros y radios que se encuentren en los casos 1y 2, y
tomar el maximo de dichos radios.

En el caso 1) si y1,...,yr denotan los puntos de interseccién de tres regiones del diagrama de
Voronoi, definimos m; = méax{d(y;,R,) : ¢ = 1,...,k} donde d(y;,R,) = min{d(y;, X;) : j =
1,...,n}.

En el caso 2 a) tenemos que considerar (}) parejas de puntos X;, X, i,j =1,...,n i # j. Para
cada una de dichas parejas y cada segmento del borde existe un tnico z tal que X;, X; € 0B(z,d)
siendo d = d(x, X;), B(z,d) es tangente a la recta que determina el segmento. Nos interesan los
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pares z,d tal que B(z,d) C Cp, \ X,, (observemos que esta condicién es facil de verificar). Definimos
ms como el maximo de los radios d que verifican dicha condicion.

En el caso 2 b) la situacién es andloga a la 2 a), si es tangente a mds de dos segmentos de
0C,, entonces el centro x estd en la interseccién de dos o més bisectrices. Si es tangente sélo a dos
segmentos de 9C,, el centro = pertenece a la bisectriz de un dngulo interior, y, como m,, es maximal,
es tangente a uno o més puntos de la muestra, dichos centros y radios son una cantidad finita, que
depende de n. Definimos m3 como el méximo de dichos radios.

Finalmente, el espacio maximal m(C,, \ N,) = max{my, ma, m3}. Asi definido el algoritmo, es de
orden a lo sumo n®. En las simulaciones que presentaremos a continuacién consideraremos solamente
las bolas que se encuentran en el punto uno, esto nos da un espacio maximal M, menor o igual que
my, pero que es computacionalmente mas facil de calcular que el anterior. En este caso la prueba
es asintéticamente de potencia uno y de nivel menor o igual que a.

Simulaciones
Veamos algunas simulaciones hechas para algunos subconjuntos de R?, vamos a tomar en ambos
casos a = 0,05 con lo cual
1A

Zir b

2,97 + log(n) + log (log(n))

Cn,a0 = ,UQ(K) n 5

siendo K es el conjunto sobre el cual haremos la prueba de hipétesis y u la medida de Lebesgue en
RQ

= El primero conjunto que consideraremos es el disco de centro en el origen y radio 1/+/7. Hemos
repetido el test 1000 veces, para diferentes valores de n desde 100 a 2000, en la Tabla se
muestra & la estimacién de a.

n &
100 | 0.035
200 | 0.037
500 | 0.044

1000 | 0.042
1500 | 0.045
2000 | 0.05

Tabla 3.1: En la tabla se muestran la estimacién del nivel, en base a 1000 repeticiones, para diferentes
tamanos muestrales.

= El segundo conjunto que hemos considerado es el cuadrado [0,2]?, dicho conjunto no verifica
la condicién (P) no obstante los resultados que se obtienen sugieren que el Teorema es
valido en este contexto. Hemos repetido el test 1000 veces, para diferentes valores de n. En la
Tabla 3.2 se muestra & la estimacién de a.

= El tercer conjunto es el cuadrado [0,1]? al que le hemos quitado un tridngulo isésceles con
dngulo @, y altura 1/2 como se muestra en la Figura (b). En las simulaciones que se

presentan en la Tabla se muestra la potencia estimada S de la prueba, en base a 1000
repeticiones de la misma, para diferentes valores de ¢ y diferentes tamanos muestrales.
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n &
500 | 0.06
800 | 0.052
1000 | 0.057
1500 | 0.061
2000 | 0.059

Tabla 3.2: En la tabla se muestran la estimacién del nivel, en base a 1000 repeticiones, para diferentes

tamanos muestrales.

y

VYV

(a)

(b)

(c)

Figura 3.8: (b)[0,1]? \ T}, siendo T}, el tridngulo isésceles de altura 1/2 y angulo ¢. (a) [0,1]%\ T,
siendo T}, el tridngulo isésceles de dngulo ¢ y altura h, donde h lo tomamos de modo tal que su area
sea 1/3 de la del tridngulo T,. (c) [0,1]?\ S donde S son tres tridngulos iguales a T,

= En la cuarta simulacién hemos comparado el efecto de poner una entrante, como en la Figura
(a), contra el de poner tres de la misma &drea. Para el caso de tres entrantes tomamos
¢ = m/6 y realizamos, para diferentes valores de N, 1000 repeticiones. Como se ve en la
primera de las tablas en es mas facil detectar la no convexidad a través de una entrante
grande, que de varias entrantes pequenas, ain en el caso en el que se mantiene el angulo de
entrante. La segunda tabla calcula la potencia estimada, para una entrante de dngulo ¢ = /6
Figura (a), cuya drea es un tercio del drea de la entrante en (b).
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p=m/4 p=m/6 p=m/8

n 8 n 8 n B8
100 | 0.40 200 | 0.565 300 | 0.543
130 | 0.636 250 | 0.787 350 | 0.679
160 | 0.835 300 | 0.926 400 | 0.846
200 | 0.946 400 | 0.996 500 | 0.976
300 | 0.997 500 1 600 | 0.997

Tabla 3.3: En las tablas se muestra B la estimacién de la potencia, en base a 1000 repeticiones, para
diferentes valores de .

Tres entrantes Una entrante
p=m/6 p=m/6
n 3 n B
600 0.741 800 | 0.642
700 0.889 900 | 0.776
800 0.967 1000 | 0.882
900 0.985 1250 | 0.977
1000 1 1500 1

Tabla 3.4: Potencia estimada en base a 1000 repeticiones

3.7. Un estimador consistente del parametro

Hasta ahora hemos abordado el problema de sobre estimar el verdadero valor del angulo para
subconjuntos que verifican la condicién de cono convexidad en sentido estricto mediante una prueba
de hipotesis que permite evaluar si estamos tomando un valor mayor que el real. En esta seccién
veremos como, siguiendo las ideas de la seccién anterior, podemos construir un estimador consistente
del verdadero angulo, que denotaremos como p;. Recordemos que p; es el supremo de los p para los
cuales €,(S) = S por lo tanto en virtud de la Proposicion tenemos que

p1 = inf {p >0: m(‘gp(S) \S) > 0},
esto ultimo nos sugiere un estimador para py:
pn = inf {p >0 m(%,(N,) \ Ry) > Bn},

siendo 3, una sucesién de nimeros reales positivos que converge a 0. Lo que haremos serd encontrar el
orden que debe tener 3, de modo que el estimador antes propuesto sea consistente casi seguramente.
Observemos que por el Teorema [3.34] sabemos que

~ og(n 1/d
m (€, (S)\R,) =0 ((lg()> ) . (3.21)

n

Teorema 3.53. Sea S tal que S = %;I(S), con p1 el supremo de los valores que cumplen dicha
propiedad, supongamos ademds que S es estdndar. Sea p > p1 y N, = {X1,..., X} una muestra de
variables aleatorias i.i.d, con distribucion uniforme con soporte S, entonces con probabilidad uno

pn = inf {p >0 m(6,(R,) \ R,) > Bn} = 1, (3.22)
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fa=0 ((bif”))l/d> .

ﬁn = m((fgpl(S)\Nn) + En,

donde &, = di (S, R,,). Observemos que por 1' y el Teorema , B, tiene orden (log(n)/n)l/d.
Si tomamos p > p,, tenemos que

(€, (S) \ Rn) + €0 < m(G,(N0) \ Ry

donde

Demostracion. Definamos

Como %,(R,,) C €,(S) tenemos que, para todo p > fi:
m(B,(Rn) \ Rn) < m(%,(5) \ Rn).
Por la Proposicién se verifica, para todo n:
m(6,(5) \ R,) < m(G,(5)\ S) +en.

Es importante observar que la desigualdad anterior se cumple para todo n,y todo p > p;. Hemos
demostrado entonces que para todo p > p,

0 <m(%,,(S)\R,) <m(€,(5)\ S),

de donde 0 < m(‘gp(S) \ S) para todo p > p, y por lo tanto p,, > p1. Supongamos por reduccién al
absurdo que existe p; tal que p, > p; > p1 para todo n. Por el Teorema [3.39 y la Proposicién [3.40
tenemos que, para n > ng(pt)

m(€p,(X,) \ Ry) > m(%,(S)\ S) — e >0, (3.23)

de donde se sigue que ~
m(%pt(Nn) \ Nn) > B,
para algin n > nq, y por lo tanto p, < p;. O

3.8. Aspectos computacionales de la propiedad de Poincaré

3.8.1. Algoritmo en R?

Hasta ahora hemos presentado resultados asintdticos y caracteristicas geométricas de las diferen-
tes envolventes de una muestra X,, = X1,..., X, de vectores i.i.d. con distribucién Px en un conjunto
cono convexo S (y cono convexo por complementos). Una pregunta que surge de manera natural
es como calcular dichas envolventes. En esta seccién vamos a presentar un algoritmo estocastico
para aproximar la envolvente p, h cono convexa por complementos €, (X,). La idea del algoritmo
estd basada en el hecho de que si = ¢ %, () entonces existe un cono C,, 1,(y) que no contiene puntos
de la muestra y tal que € C, 5, (y). Siguiendo esta idea lo que haremos es partir de un rectdngulo
E = [a,b] X [¢,d] que contenga a la muestra, y sortear al azar un vértices y y un eje &, de modo
tal que si el cono de altura h que determinan y y £ no corta a la muestra “borramos” de E dicho
cono (para optimizar el procedimiento vamos a borrar el cono con vértice en y, eje £, con el mayor
angulo posible, de modo tal que no corte a la muestra). Luego repetimos el sorteo de un vértice y
un eje pero esta vez en E := E\ C, 5(y). Si el cono inicial cortaba a la muestra, volvemos a sortear.
Este algoritmo de sorteo de vértices, de ejes, y de borrado, se repite una cantidad N de veces y se
obtiene asi un conjunto E que es p, h cono convexo por complementos.

60



Capitulo 3. Aplicaciones de la propiedad de cono convexidad a la estimacién de conjuntos

INPUT: Una muestra X,, = {X1,..., X,,} € R?, los pardmetros p € (0,7] y h > 0, el rectangulo
E = [a,b] X [e,d] con X,, C E, N un entero positivo indicando el nitimero de iteraciones
completas de los pasos 1 a 3 del algoritmo.

PASO 1. Generar conos aleatoriamente: Elegir al azar un vértice x € E y un eje £ con
l€]] = 1, considerar el cono Cp p ¢(x).

PASO 2. Verificar que el cono no contiene puntos de la muestra: Si C, 5 ¢(2) NN, #
volvemos al Paso 1.

PASO 3. Borrar un cono maximal: Si C,;, ¢(z) N X,, = () borramos el cono maximal con
vértice en z que no contiene puntos de la muestra. Es decir, encontrar X;, X, € X, que
satisfagan:

X — X’L* )
ﬁ :max{ﬁ; (X —2,6) >0, (Xi — 2,65 >0, || Xi — 2| gh},

X —2,6) :méx{H: (Xi —2,6) > 0, (Xi — 2, € <0, | Xi — 2] < h},

donde &1 denota un vector de norma uno, ortogonal a ¢ (ver Figura |3.9).
Si {M S (X =2, 6) >0, (X —a, 6 >0, | X — x| < h} = () elegir X, = z + ¢+

1 Xi—=|

Si {5 (X -2 2 0, (X — 2,68 <0, 1% — 2 < A} = 0 elegir X, =z — &,

Borramos el cono (que vamos a denotar C') de altura h, con vértice en x y lados de longitud
h, determinados por las direcciones X; — x y X, — z, es decir reemplazamos E con E\ C'y
volvemos al Paso 1.

OUTPUT: El conjunto FE resultante de aplicar el Paso 3 N veces. N es por lo tanto el nimero
de conos borrados durante el proceso de iteracién.

Figura 3.9: Paso 3: (X;, &) >0y (X,,61) <0

Observacion 3.54. El algoritmo dado anteriormente se puede mejorar con algunos cambios sim-
ples, por ejemplo podemos sortear puntos en la envolvente convexra de la muestra o, eligiendo adecua-
damente 7, en la envolvente r-convexa de la misma. Encontrar un algoritmo exacto (no estocdstico)
para calcular €, 1, (Ry) 0 €, n(Ry) es un problema abierto.

3.8.2. Aplicacion a diferentes datos.

Hemos realizado un estudio computacional para varios subconjuntos de R? y comparado los
resultados que se obtienen con el algoritmo anterior y con la envolvente r-convexa de la muestra.
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Un algoritmo exacto para calcular el cierre r-convexo para muestras en R? puede encontrarse en el
paquete alphahull de R (ver Pateiro-Lépez y Rodriguez-Casal (2010])). Hemos aplicado el algorit-
mo a diferentes datos, en algunos casos dichos datos se obtuvieron por medio de simulaciones, en
otros tomamos datos reales (tales como la posicién de plantas en un drea determinada). Mientras
que en los primeros, como conocemos el conjunto a estimar, podemos aproximar (por medio del
Método de Montecarlo) la distancia en medida entre el conjunto y la envolvente, para diferentes
valores de los pardmetros, viendo asi el efecto y estabilidad frente a cambios de los mismos; en los
ultimos nos limitamos a describir los datos y mostrar algunas imagenes que comparan el resultado
de nuestro estimador y el que se obtiene mediante la envolvente r-convexa. En todas las figuras que
presentaremos hemos representado en rojo el borde de la envolvente r-convexa de la muestra. En
los graficos N indica el niimero de iteraciones completas del algoritmo, hemos usado la notacion
di =d, (S, ‘fp’h(Nn)), dy = dy, (S7 C’T(Nn)). Las distancias en medida son estimadas por el método
de montecarlo, en base a 2000 uniformes para el ejemplo 1 y 4, y 4000 para el 3.

1. En el primer ejemplo tomamos (a la izquierda en la Figura ) el conjunto /4 cono convexo
S =10,1] x [0,t 4+ 1/2] \ T donde t = 3 tan(37/8), T es el tridngulo isésceles con vértices
(0,t+1/2), (1,t+1/2) (1/2,1/2). El tamano muestral es n = 500. Para la envolvente cono
convexa hemos usado p = /4y h = 1/2 con N = 200 iteraciones. Para la envolvente 7-
convexa (en rojo) tomamos r = 1/2 a izquierda y r = 1/4 en el centro. La eleccién de estos
parametros esta motivada por el hecho de que, atin en conjuntos muy simples, la presencia de
una entrante conduce a situaciones en las cuales la envolvente r-convexa no es adecuada, ya
que produce un “sobresuavizado” del conjunto. En las tablas 3.5y [3.6] se muestra el resultado
de algunas simulaciones que hemos realizado, en las mismas hemos tomado el conjunto S =
[0,1] X [0,¢41/2] \ T donde ¢t = 3 tan((m — pg)/2) y T es el tridngulo con vértices (0, + 1/2)
(1/2,1/2) y (1,t + 1/2) para diferentes valores de los pardmetros.

Respecto al tiempo computacional del algoritmo, hemos obtenido un tiempo promedio de
ejecucién (para el conjunto antes mencionado, con p = w/4, h =r = 1/4 y el procesador Intel
i7-2620M) de 36,453 segundos. La desviacién estandar del tiempo fue: 3,362 segundos.

2. En el segundo ejemplo (a la derecha en la Figura tomamos como datos una muestra de
puntos que representan la posicién de canas de moras en un terreno de 9 metros cuadrados.
Para nuestro estimador hemos tomado p = /3 y h = 1/8, y para la envolvente r-convexa
r = 1/10. Estos datos fueron analizados por Hutchings (ver [Hutchings| (1979))) y luego por
Diggle (ver Diggle| (1983)) entre otros (Hutchings’ Bramble Canes en la librerfa spatstat de
R). En este caso la envolvente cono convexa detecta mejor en general la ausencia de canas en
algunas &reas.

3. En el tercer ejemplo vamos a considerar el conjunto S; de la Figura Sy = 10,112\ (T1 UTRU
T3 UTy) donde: T; es el tridngulo con vértices (0,1) (1/2,1/2) y (1,1). T» es el tridngulo con
vértices (0,0) (1/2,1/2) y (1,0). T3 es el tridngulo con vértices (0,1/3) (1/2,1/2) y (0,2/3).
T, es el tridngulo con vértices (1,1/3) (1/2,1/2) vy (1,2/3). Es fécil ver que dicho conjunto es
po = 2arctan(1/3) cono convexo. Como se ve en la tabla se obtienen mejores resultados
para el cierre cono convexo por complementos que en el ejemplo 1. Esto se debe a que hemos
agregado dos entrantes lineales y reducido asi la medida de Lebesgue del conjunto S, con lo
cual el tamafio muestral necesario para obtener mejores resultados que con el cierre r-convexo
es mas pequeno.

4. Vamos a mostrar el resultado de la aplicacién del algoritmo para el caso en que el conjunto
es muy irregular en el borde, y, al mismo tiempo, ilustrar como en cierta familia de con-
juntos es posible incorporar informacién de la misma para mejorar las estimaciones. Hemos
tomamos como conjunto el hipografo de una poligonal construida a partir del proceso brow-
niano (recordemos que si una funcién f : [0,1] — R es positiva, su hipografo se define como
S={(z,y) : 0 <y < f(z),z € [0,1]}). Para generar dicha poligonal tomamos una particién de
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d2=0.194 n=500 d2=0.112 n=500
di= 0.16 N=200 di=0.154 N=200

Figura 3.10: Izquierda: El cierre 7/4,1/4- cono convexo por complementos, y en rojo el borde de la
envolvente 1/2-convexa. Centro: Idem, con r = 1/4. Derecha: El cierre 7/3,1/8- cono convexo por
complementos, y en rojo el borde de la envolvente 1/10-convexa para los datos Bramblecanes de la
libreria spatstat.

[0,1] en m puntos: 0 =ty < t; < ... <tpm_1=1lcont;—t;-1 =1/mV¥i=1,...,m — 1y gene-
ramos m variables i.i.d. con distribucién normal con media 0 y varianza 1/m. A efectos de que
sea mas facil la visualizaciéon hemos reescalado el proceso, para que el maximo sea 1, y el mini-
mo 0. Observemos que nuestro algoritmo permite incorporar la informacién de que el conjunto
es un hipografo, basta tomar en el Paso 1 las direcciones del eje entre [7/2 — p/2,7/2 4 p/2]
siendo p el &ngulo para la envolvente p cono convexa. En la Figura[3.12|se muestra el resultado
de aplicar el algoritmo con p = 7/6,h = 1 para la envolvente cono convexa por complementos,
y r = 1/8 para la r-convexa. Hemos tomado m = 200 para la particién y n = 500 puntos
distribuidos uniformemente en el hipografo. Para el algoritmo tomamos N = 300 conos. Como
se ve en la figura, la estimacion por medio de la envolvente convexa por complementos no sélo
es visualmente mejor sino que d; es mas chico que ds. En este caso lo que sucede es que si
achicamos 7 la envolvente r-convexa da como resultado un conjunto que no es un hipografo.
Como se ve comparando d; con ds, no se reduce sustancialmente la distancia en medida.
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d2= 0.131 di= 0.098 n= 1200
N= 1000

Figura 3.11: Cierre cono convexo por complementos para el conjunto S1, con p=7/5yh=1/2y
n = 1200 puntos y N = 1000 conos. En rojo el borde del cierre 1/6 cono convexo.

d2=0.096 d1=0.054 n= 500 d2=0.085 di= 0.05 n= 500

Figura 3.12: Hipografo de la trayectoria de un Browniano reescalado. Izquierda: en rojo el borde de
la envolvente 1/8-convexa, y en naranja el cierre /6, 1-cono convexo por complementos. Derecha:
idem con r = 1/16.

64



Capitulo 3. Aplicaciones de la propiedad de cono convexidad a la estimacién de conjuntos

po = /4
n d1 d2 d1 dg

p=m/4,h=1/2 r=1/6 p=m/4,h=2 r=1/4
200 0.293 (0.021) 0.239 (0.018) 0.269 (0.019) 0.163 (0.016)
300 0.234 (0.017) 0.224 (0.015) 0.216 (0.016) 0.136 (0.013)
400 | 0.198 (0.014) | 0.217 (0.013) | 0.183 (0.014) | 0.119 (0.011)
500 0.173 (0.012) 0.213 (0.012) | 0.162 (0.013) | 0.110 (0.010)
1000 0.113 (0.010) 0.201 (0.010) | 0.107 (0.009) | 0.086 (0.007)
1500 | 0.087 (0.008) | 0.197 (0.009) | 0.084 (0.008) | 0.076 (0.006)
2000 0.072 (0.007) 0.194 (0.009) 0.070 (0.007) 0.071 (0.006)

p=m/6,h=1 r=1/3 p=m/10,h =2 r=1/6
200 0.327 (0.021) 0.174 (0.015) 0.389 (0.022) 0.174 (0.017)
300 0.260 (0.017) 0.151 (0.012) | 0.313 (0.018) | 0.139 (0.014)
400 | 0.219 (0.015) | 0.139 (0.011) | 0.262 (0.017) | 0.117 (0.011)
500 0.189 (0.013) 0.132 (0.010) | 0.227 (0.015) | 0.104 (0.010)
1000 | 0.120 (0.010) | 0.112 (0.008) | 0.143 (0.011) | 0.073 (0.008)
1500 0.092 (0.008) 0.105 (0.008) 0.107 (0.009) 0.061 (0.006)
2000 0.075 (0.007) 0.101 (0.007) | 0.087 (0.008) | 0.053 (0.006)

Tabla 3.5: Media y Desviacion estandar en base a 500 repeticiones

po =/6
n dl dQ n d1 dQ
p=m/6,h=1/2 r=1/2 p=m/6,h=1/3 r=1/6
200 0.352 (0.020) 0.307 (0.023) 0.417 (0.023) 0.204 (0.018)
300 0.279 (0.018) 0.295 (0.018) 0.306 (0.019) 0.161 (0.014)
400 0.236 (0.015) 0.288 (0.016) 0.245 (0.017) 0.137 (0.011)
500 0.207 (0.014) 0.284 (0.016) 0.210 (0.013) 0.123 (0.011)
1000 0.132 (0.011) 0.274 (0.012) 0.134 (0.010) 0.088 (0.008)
1500 | 0.102 (0.009) | 0.270 (0.011) | 0.101 (0.009) | 0.074 (0.007)
2000 | 0.085 (0.008) | 0.267 (0.011) | 0.083 (0.008) | 0.066 (0.006)

Tabla 3.6: Media y Desviacion estandar en base a 500 repeticiones

n d1 dg d1 d2
p=po,h=1/3 r=1/4 p=m/5h=1/2 r=1/6
200 0.204 (0.011) | 0.191 (0.009) 0.197 (0.011) 0.161 (0.010)
400 0.138 (0.009) | 0.180 (0.008) 0.134 (0.010) 0.140 (0.008)
600 0.107 (0.008) | 0.174 (0.007) 0.105 (0.008) 0.132 (0.007)
800 0.090 (0.007) | 0.172 (0.007) 0.089 (0.007) 0.127 (0.007)
1000 | 0.080 (0.007) | 0.170 (0.007) | 0.078 (0.007) | 0.124 (0.006)
1200 0.070 (0.006) 0.169 (0.006) 0.070 (0.006) 0.122 (0.006)
10000 | 0.022 (0.004) | 0.165 (0.006) 0.024 (0.004) 0.112 (0.005)

Tabla 3.7: Media y Desviacion estandar en base a 500 repeticiones

65



Capitulo 4

Ideas geométricas en el analisis de
datos funcionales y regresién no
paramétrica

En este capitulo se consideran diferentes problemas con dos rasgos en comun: primero, en to-
dos ellos se desea estimar la funcién de regresién n(xz) = E(Y|X = z), donde Y es una v.a real
y X un elemento aleatorio que toma valores en un espacio métrico (€, m) separable y completo.
Segundo, la distancia m definida en este espacio estd inspirada en criterios geométricos de cercania
“visual” entre conjuntos (en particular, los hipografos de funciones). En todos los casos la infor-
macién muestral consiste en una muestra i.i.d. (X1,Y1),...,(X,,Y,) de elementos aleatorios con la
misma distribucién de (X,Y).

El problema de clasificacion.

Se dedicara especial atencion al problema de clasificaciéon binaria en el cual Y toma valores en
{0,1} (tipicamente Y indica la “clase” a la que pertenece el elemento X) y, por tanto, n(z) =
P(Y = 1|X = x). El objetivo aqui es predecir la clase Y de una nueva observacién z mediante
un “clasificador”, o “regla de clasificacién” g(z), donde g es una funcién con valores en {0,1}. En
la practica, esta regla de clasificacion se construye a partir del conocimiento de una “muestra de
entrenamiento” (X1,Y7),...,(X,,Y,) (“training sample”) de observaciones en las que la clase Y; es
conocida sin error. Es sabido [ver Devroye et al. (1996)] que el clasificador éptimo (la llamada “regla
Bayes”), respecto al criterio natural de minimizar el error de clasificaciéon P(g(X) # Y), viene dado
por

9(@) = Lin@)>1/2}-

Dado que 7n(z) es usualmente desconocida, un procedimiento natural (enfoque “plug-in”) que con-
siste en reemplazar n(x) por un estimador 7, (z) basado en los datos muestrales. Un estudio muy
completo del problema de clasificacién para datos funcionales puede encontrarse en el trabajo de
Baillo y otros| (2010), incluido en el libro colectivo editado por Ferraty y Romain, (2011).

El caso de la espectrometria: la utilidad de una distancia “‘visual”.

Un situacién de gran importancia préactica que involucra problemas de clasificacién binaria con
datos funcionales surge en el diagnéstico médico basado en la observacién de espectros (de resonancia
magnética, de masas, etc.) obtenidos a partir de el plasma sanguineo o los tejidos de los pacientes.
En estos casos, la variable Y serfa el diagndstico (sano/enfermo) y el elemento aleatorio X es el
correspondiente espectro. En el caso de los espectros de masas y también en los de resonancia
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magnética, las correspondientes funciones son tipicamente muy abruptas con picos muy agudos en
los que se concentra una buena parte de la informacién. Para cada una de las clases, (por ejemplo
pacientes sanos o enfermos) los picos estdn ubicados en distintas posiciones. Sin embargo, para
elementos de una misma clase las abscisas de los picos estan cerca entre los individuos pero no
exactamente en la misma posicion: necesitamos, por tanto, una métrica en la que la distancia entre
dos aproximaciones a “deltas de Dirac” en puntos cercanos sea pequena. Las métricas usuales en
L', L?,L> no son adecuadas para este propésito. Necesitamos de una métrica “visual”’que tenga
en cuenta no soélo la distancia “integral” entre los grafos o su distancia en vertical, sino que mida
la distancia entre los grafos “en todas las direcciones”. Intentaremos mostrar aqui que una métrica
basada en la distancia de Hausdorff entre los hipografos cumple con este objetivo.

Regresion funcional no paramétrica: algunas ideas bdsicas sobre el comportamiento asintdtico

Como se deduce de la discusién anterior, el objetivo bésico (incluso en el problema de clasifi-
cacién) es estimar la funcién de regresién n(z) = E(Y|X = x). Es natural preguntarse qué tipo
de estimadores de 1 pueden usarse cuando la “variable auxiliar” z es una funcién. Una clase muy
general de estimadores de 7, considerada (para el caso & = R?) por [Stone| (1977), tienen la forma

M (X) =) Wai(X)Yi. (4.1)

Bajo hipdtesis débiles sobre las funciones de pesos W,,; (que describiremos més adelante) Stone
obtuvo la convergencia en media cuadrética, lim,, .o E((7,(X)—n(X))?) = 0, sin restriccién alguna
sobre la distribucion de (X,Y) (excepto E(n?(X)) < o).

Para el caso de clasificacién, de dicho resultado se deduce que la regla de clasificacién “plug-
in” gn(x) = gy, (@)>1/2}, €s consistente, en el sentido de que su error de clasificacion P(g,(X) #Y)
tiende, en probabilidad, al error de Bayes P(g(X) #Y).

El caso en que X toma valores en un espacio general (no finito-dimensional) es mucho més
delicado en lo que respecta a las condiciones para asegurar la consistencia.

Si bien es posible, cuando X toma valores en un espacio métrico general, probar el mismo
resultado de consistencia en media cuadratica de estimadores de la forma , con la hipdtesis
adicional de que el espacio sea separable y localmente compacto (ver Teorema 3.1 en [Forzani y otros
(2012)), una de las hipétesis que en dimensién finita es cierta para los estimadores cldsicos basados en
nucleos y vecinos mas cercanos no es facil de verificar en dimension infinita. Sin embargo, si el espacio
es separable, y ademas la funcién 7 es acotada y satisface una condicién de diferenciacién similar a la
conclusién del clasico teorema de diferenciacién de Lebesgue, es posible probar la consistencia. Esta
condicién, denominada “Condicién de Besicovich” (relacionada al cldsico teorema de cubrimiento
de Besicovich), serd objeto de estudio en profundidad més adelante. Dicha condicién se verifica por
ejemplo si 7 es continua.

En el problema de clasificacién binaria, la hipdtesis de separabilidad junto con la “Condicién de
Besicovich” garantizan la consistencia (débil) del clasificador por el método de vecinos més cercanos
(ver |Cérou y Guyader| (2006)).

Principales aportaciones de este capitulo

1. Definicién y estudio de las propiedades de un nuevo espacio métrico de funciones

En la primera seccién veremos que en el espacio de las funciones semicontinuas superiormente,
a valores reales, definidas en un intervalo finito (que denotaremos &), puede definirse una
métrica H (definida como la distancia de Hausdorff entre los hipografos) que proporciona un
espacio (£,H) en el que los conjuntos cerrados y acotados son compactos y, por tanto, es
localmente compacto. Como es sabido, esta propiedad no se verifica en ninguno de los espacios
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funcionales de uso comun (LP, L*°, ...). Resultard, ademds, que el espacio (£,H) es separable
y completo.

. Un algoritmo para el cilculo de la distancia

En la Seccién 2 daremos algunas caracterizaciones y propiedades de la distancia H y propon-
dremos un algoritmo para su calculo en el caso de funciones continuas.

. Aplicaciones précticas a problemas de clasificacién binaria con espectros (de masas o de reso-
nancia magnética).

La seccién 3 estd dedicada a estudiar el funcionamiento practico de la nueva distancia H cuando
se utiliza (comparada con la distancias cldsicas L? y L°°) para definir clasificadores k&-NN en
tres problemas reales de clasificaciéon binaria con datos funcionales. Dos de ellos corresponden
a problemas en Medicina (cardiologia y oncologia) y el tercero corresponde a la clasificacién
de dos variedades de café. En los dos ejemplos médicos, el funcionamiento de la distancia H
es claramente superior. En el problema de las variedades de café, la distancia del supremo L>°
muestra una ligera superioridad.

. Andlisis de la consistencia: condiciéon de Besicovitch.

Como hemos mencionado més arriba, el principal problema tedrico asociado con el uso de
estimadores de la regresién (o clasificadores) de tipo k-NN en espacios abstractos es la posible
falta de consistencia. La condicién de Besicovitch (que es valida autométicamente en dimen-
sién finita) es un requerimiento natural (y no trivial) en espacios abstractos. En la seccién
4 demostramos que nuestro espacio (£, H) no es o-finito-dimensional en el sentido de |[Preiss
(1983) y, como consecuencia, la condicién de Besicovitch no se verifica automaticamente pa-
ra toda funcién del espacio. La conclusién préctica es que debemos imponer la condicién de
Besicovitch para garantizar la consistencia.

. Aplicaciones a problemas de regresién no paramétrica (finito-dimensional) con restricciones
geométricas de forma.

Finalmente, en la iltima seccién abordaremos un problema diferente. Consideramos el modelo
de regresion no paramétrica clasico

Y =n(X)+e,

con Y, X € R. El objetivo es obtener estimadores de la funcién de regresién n con restriccio-
nes geométricas de forma. En lugar de poner restricciones de regularidad analitica, como por
ejemplo en la teoria de splines, buscamos imponer restricciones geométricas de forma sobre el
grafico de la funcién. Mas precisamente, definiremos el espacio de las funciones p—cono con-
vexas £, C £ como el de aquellas funciones semicontinuas superiormente y no negativas cuyo
hipografo es un conjunto p—cono convexo. Probaremos que £, es un subconjunto localmente
compacto de &£, y daremos un algoritmo que basado en n observaciones

(tla f(tl))v B (tnv f(tn))a

de una funcién f : [0,1] — R arbitraria , obtener una aproximacién f,} de f.

Definicion y estudio de las propiedades de un nuevo es-
pacio métrico de funciones

Al comienzo de esta seccién veremos algunas métricas clasicas definidas en espacios de funciones.
Luego introduciremos una nueva distancia, basada en la distancia de Hausdorff entre conjunto, que
serd la utilizada en el resto del capitulo. Para dicha distancia probaremos algunas propiedades que
permitirdn en la siguiente seccién obtener un algoritmo para calcularla.
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4.1.1. Distancias “visuales” entre funciones: Un poco de historia

Como sefiala A.N. Shyriaev en en el libro “Kolmogorov in perspective” (ver |Shyriaev| (2007)))
va en el ano 1948, en un encuentro de la Sociedad Matematica de Mosct, Kolmogorov propone la
idea de considerar las distribuciones de los procesos estocasticos como medidas en un algebra de
Borel en algiin espacio funcional. En este contexto, sefiala, es natural considerar la convergencia en
probabilidad de procesos aleatorios como la convergencia débil de las medidas en el espacio funcional,
asociadas a los mismos. En 1955 Skorohod define una métrica en el espacio D de las funciones cadlag
(continuas por derecha y con limite por izquierda) que lo hace un espacio separable. En 1956, en
un trabajo titulado “On Skorohod convergence” Kolmogorov muestra que existe una métrica en
D, equivalente a la definida por Skorohod, (construida de forma explicita por su estudiante Yu. V.
Prokhorov poco después) que hace que dicho espacio sea ademds completo. Tales métricas, as{ como
las distancias L' y L? no son facilmente interpretables desde un punto de vista visual, como se sefiala
en |Marron y Tsybakov (1995) y en|Cuevas y Fraiman| (1998). No obstante, a diferencia de la métrica
del supremo, la métrica de Prokhorov tiene la importante propiedad de ser una metrizacion de la
convergencia débil (ver Billingsley| (1999)). Dadas las aplicaciones en el tratamiento de imagenes y
en la teoria de la aproximacién, vamos a definir una métrica (la distancia de Hausdorff entre los
hipografos) que haga que el espacio de las funciones semicontinuas superiormente sea localmente
compacto.

Métrica de Skorohod

Como se indica en Billingsley| (1999) dos funciones f y ¢ continuas, definidas en [0, 1] estdn
préximas en la métrica uniforme (|| f —g||oo) si el gréafico de f puede llevarse uniformemente al gréfico
de g a través de una pequena perturbacién uniforme de las ordenadas, dejando fija la abscisa. La
métrica de Skorohod que definiremos a continuaciéon contempla ademads, pequenas perturbaciones
uniformes en las ordenadas.

Definicién 4.1. Una funcién f : [0,1] — R se dice que es una funcién cadlag si para todo ¢ € [0, 1]
LA =l e f(@)
2. 3f(tT) = lim, 4+ f(2) = f(?)

Es decir, existe el limite por izquierda y es continua por derecha. Denotaremos D al espacio de las
funciones cadlag.

Definicién 4.2. Denotemos A al conjunto de las biyecciones continuas, crecientes, de [0,1] en [0, 1].
Sean f,g € D dos funciones cadlag, la distancia de Skorohod entre f y g es:

ds(f,9) = ;relgrnam{llA —Id|| o, [If —g 0 Aloo }-

Es fécil ver que la métrica dg restricta al espacio de las funciones continuas C10,1] coincide
con la métrica uniforme. Asimismo, se puede demostrar que (D, dg) es separable (ver Billingsley
(1999)). Una observacién interesante, que muestra la utilidad de la distancia dg es la siguiente: si
consideramos Uy, ..., U, i.i.d uniformes en [0, 1] el proceso empirico X,, : ([0,1],8,u)" — (D,ds)
es medible, donde B denota la sigma &lgebra de Borel en [0,1]™, p es la medida de Lebesgue y

Xn(t) = Vn(Fa(t) —t) 0<t<1,
siendo
1 n
Fo(t) = EZ;]I[M](UL») 0<t<l.
Este resultado de medibilidad no es cierto si tomamos en D la métrica dada por la distancia del
supremo.
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Métrica de Prokhorov-Lévy

Si bien la métrica de Skorohod tiene propiedades que la hacen interesante y ttil desde el punto
de vista de la medida, no es facil su interpretacion visual. Si nos restringimos a las funciones de
distribucién, una alternativa mds visual (definida por Levy en 1937) es la siguiente:

Definicién 4.3. Sean F'y G dos distribuciones de probabilidad en R, la distancia de Lévy entre F
y G se define como

dp(F,G)=if{e>0: Flzx —¢) —e < G(z) < F(z +¢)+e Vo eR}.

En 1956 Prokhorov generaliza dicha métrica al conjunto de las medidas de probabilidad de modo
tal que dp(F,,F) — 0 para F,, y F funciones de distribucién, si y sélo si las medidas asociadas
a dichas distribuciones convergen con la métrica de Prokhorov. Se puede demostrar que dj, es una
metrizacion de la topologia débil en el conjunto de las medidas de probabilidad en R. La métrica de
Lévy tiene una interpretacion visual simple: v/2dy (F, G) coincide con el méximo de las distancias
entre F' y G medidas en la direccién de (—1,1).

4.1.2. Una métrica funcional basada en la distancia de Hausdorff

Antes de definir la métrica que serd la que usaremos a lo largo de este capitulo es necesario
introducir algunas definiciones y notacién.

Definicién 4.4. Sea T un espacio topologicoy f: D — R con D C T'. Se dice que f es semicontinua
superiormente en o € T si para todo € > 0 existe U entorno de zg tal que f(z) < f(xo)+¢ para todo
x € U. Se dice simplemente que f es semicontinua superiormente (que abreviaremos USC por sus
siglas en inglés) si lo es en cada punto de su dominio. En el caso en que T es un espacio métrico, es
inmediato observar que f es semicontinua superiormente en xg si y solo si limsup, ., f(z) < f(2o).

Definicién 4.5. Sea f : [0,1] — R USC, no negativa, el hipografo de f, que denotaremos Hy se
define como
Hy={(z,y) CR*:2 €[0,1],0 <y < f(2)}.

La siguiente proposicién establece dos resultados conocidos de las funciones USC y sera de
utilidad méds adelante, una prueba de la misma puede encontrarse por ejemplo en [Natanson| (1960)).

Proposicién 4.6. Sea f :[0,1] — R no negativa y USC entonces
1) Para todo K C [0,1] compacto, existe z € K tal que sup,c g f(x) = f(2).
2) Hy es compacto.

Definicién 4.7. Sean g : [0,1] — Ry f : [0,1] — R USC, no negativas, definimos H(f,g) =
du(Hy, Hy). Denotamos(&, H) el espacio de las funciones no negativas, USC dotado con esta métrica.

Observemos que la distancia definida en[4.7)es invariante por traslaciones, no obstante nos restrin-
gimos al caso donde las funciones son positivas. Si queremos que el espacio sea localmente compacto
es necesario que consideremos funciones o bien positivas, o, con mayor generalidad, uniformemente
acotadas inferiormente (en este caso la distancia se define como antes, trasladando ambas para
que sean positivas). Para ver que es necesario que sean uniformemente acotadas inferiormente pa-
ra obtener la compacidad local veamos el siguiente ejemplo: consideremos la sucesién de funciones
fo(x) = —nzsiz €[0,1)y fn(1) =0paran =1,2,.... Es claro que f, C B(f1,1) paran=1,2,...,
pero no existe subsucesion convergente de f,. Si bien asi definida es una distancia entre funciones,
veremos luego que hereda propiedades de la distancia de Hausdorff entre subconjuntos del plano. En
lo que respecta al uso de esta distancia en estadistica cabe destacar el trabajo de |Cuevas y Fraiman
(1998) en el cual se halla la tasa de convergencia para la distancia H de estimadores basados en
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nicleos de una densidad desconocida f. Variantes de la misma se encuentran en la literatura en
trabajos que la relacionan con la teoria de la aproximacién. Dadas las propiedades que tienen las
funciones convexas en cuanto a optimizacién (ver [Roberts y Varberg (1973) capitulo 5) usualmen-
te se asume que la funcién a optimizar es convexa, y se toma como distancia entre funciones la
distancia de Hausdorff entre los epigrafos (i.e: {y : f(z) < y}). El interés de esta definicién en el
campo de la optimizacion esta, entre otras cosas, en el hecho de que tanto los epigrafos como los
conjuntos de nivel de una funcién convexa, son subconjuntos convexos del plano. Esto permite apro-
ximar los minimos de las funciones a través de los minimos de las aproximaciones (ver |Rockafellar
y Wets| (2009)) Teorema 7.69). Un estudio muy completo del surgimiento y evolucién del uso de la
epiconvergencia en diferentes dreas de la matematica puede encontrarse en las paginas 292 a 297 en
Rockafellar y Wets| (2009)).

En cuanto a hipografos, en [Sendov| (1990) se definen versiones analogas a la dada en para
funciones segmento. Veremos brevemente la construccion que alli se realiza y las diferencias con la
definicién Consideremos S(R) el conjunto de todos los intervalos de la forma [a, b] con a,b € R.
Denotemos A = {f : Q@ — S(R)} con Q C R cerrado. Observemos que este conjunto incluye como
caso particular las funciones que toman en cada x un valor f(z) € R, a esta clase la denotaremos
Uq. Sea § > 0, definimos:

16, f,x) =inf{y € f(t):t € [x — 6,2+ 0] NQ},
S8, f,x) =sup{y € f(t): t € [x — 6,z + 5] NQ},

y, tomando limite, obtenemos las funciones: I(f,z) = lims—0 I(J, f,z) y S(f,z) = lims_0 S(4, f, x)
respectivamente. El grdfico completo de una funcién f € Agq es la funciéon de segmento

F(f.x) = [1(f,2),S(f,2)].

Denotemos Fq al conjunto de las funciones f € Agq tal que F(f,z) = f(x) para todo = € Q.
Observemos que este conjunto contiene las funciones en Uy que son continuas. Teniendo en cuenta
estas definiciones, se define la distancia de Hausdorff para funciones en Fq. Para eso consideraremos
las funciones f € Fq como subconjuntos de R? con la métrica usual (observemos que son cerrados),
y tomar la distancia de Hausdorff entre dichos conjuntos, esto es:

r(f,g) = max < sup inf ||s — t||; sup inf s—t}. 4.2
(1.9) = mix{sup fuf s~ 1 sup of s~ ] (42

Esto define una métrica en Fg. Observemos que, si ambas funciones estan en Uq, r(f, g) no es igual
a H(f, g) siendo H la distancia definida en Esto dltimo es facil de ver, basta tomar Q = [0, 1]
g(x) = 1 para todo z € Q y f(z) = x. En este caso es facil ver que r(f,g) = 1 mientras que
H(f,g) = 1/+/2. No obstante si consideramos ambas funciones como funciones de segmento (por
ejemplo f serfa la funcién en Fq que manda x en [0, f(x)] ) r(f,g) = H(f, g).

En |Sendov] (1990) se toma una generalizacién de la métrica anterior, cambiando la métrica dada
por la distancia euclidiana || - || por pa(z,y) = méx{z/a,y} con z,y € R? (métrica que se denota
r(a, f,9)). Esta nueva métrica es equivalente a la métrica uniforme, si nos restringimos al espacio
de las funciones de Uq (lo cual no es cierto para la métrica H).

En el trabajo de Hold (1992) se presenta una generalizacién de las funciones de segmento. Se
consideran dos espacios métricos (X, dx) e (Y,dy) y se introduce el concepto de multifuncion, esto
es: una funcion cuyo valor en z € X es un elemento de las partes de Y. El gréfico de una multifuncion
H se define como {(z,y) : * € X,y € H(x)}. En este contexto una multifuncién es semicontinua
superiormente en z € X si para todo abierto V' que contiene a H(z) el conjunto {z : H(z) C V}
contiene un abierto que contiene a z. El conjunto de las multifunciones semicontinuas superiormente
de X en Y se denota U(X,Y). La métrica en X x Y definida como:

p((z1,22), (y1,y2)) = méx {dx($1,962)7 dY(y17y2)},
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induce una métrica h, en U(X,Y) si identificamos los elementos de U(X,Y") con sus graficos:

hy(f, zméx{ sup sup inf inf p(z,t); sup sup inf inf p(z,t }
o(f:9) zeg zef%?v) yeY teg(y) Pz 1) zeg zeg&er tef(y) piz1)

En el citado trabajo se demuestra que si Y es completo, la compacidad local de X es equivalente a
que (U(X,Y), h,) sea un subespacio cerrado del espacio métrico (CL(X xY'), h,) de los subconjuntos
cerrados de X x Y, con la métrica h,.

Veamos la relacién entre la distancia antes definida y las métricas usuales entre funciones.

Observacién 4.8. Consideremos la funcion f : [0,1] — R constante e igual a 1 y la sucesion
{fotns fn 1 [0,1] = R, donde fp(x) = nx six < 1/ny f(x) =1 si x € [1/n,1], en este caso
H(fn, f) — 0 pero no se verifica que f,(0) — f(0), es decir la convergencia en la métrica H
no implica la convergencia puntual. El reciproco tampoco es cierto, basta considerar la funcion f
constante e igual a 0, y las funciones fn(z) = a™(1 —z™), en este caso fn(1/ W) = 1/4 para todo
n. Observemos que argmax f,(r) = 1/%/2 mientras que argmax f(z) = [0,1]. Por otro lado, si
definimos f(x) =1/4 six =1 y 0 en [0,1) tenemos que H(f,, f) — 0.

Es facil ver que la convergencia en LP mo implica la convergencia en la métria H, basta tomar
Jn(®) =Tjg,1/n) y f = 0. El reciproco tampoco es cierto, consideremos la sucesion de funciones

I:L(:L‘):H[z;nl i ](3?) izl,...,2n,

y las funciones
2" —2

T) = Zng(fE) y flz )—H01]( ),
k=1

en este caso H(f, fn) = 1/2"* ! mientras que, para todo p, fol | fr(x) — f(z)Pdx = 1/2.

Proposicién 4.9. Sean f,, y f USC, no negativas, tal que H(f,, f) — 0 entonces

= 1 n
285 = B gy )

Demostracion. Por la proposicién anterior sabemos que existe z € [0, 1] tal que f(2z) = max,ejo,1) f(2).
Como H(f,, f) — 0 existe 2™ = (2, 2%) € Hy, tal que x,, — (2, f(2)), entonces

zy < fo(2]) < m[%)il fn(z),

y si tomamos limite inferior tenemos que

< lim inf n(z) <1 n
A 1) =10 < il gy o) < i g ()

veamos que limsup,, méx,eo,1] fn(?) < max,epoq) f(2). Sea zp = limsup,,_,,  Max,e(o,1] fn(T).
Existe z,, € [0,1] tal que f,(2,) = 2y fu(zn) = Méx,e(o,1) fn(z). Podemos, pasando a subsuce-
siones, suponer que z, — zo € [0,1]. Como (zo,20) € Hy tenemos que f(z) > zo y por lo tanto
méx,ep,1] f(*) > 20 que es lo que querfamos. O

Proposicién 4.10. El espacio (€,H) definido en es localmente compacto.

Demostracion. Veremos que un conjunto cerrado y acotado es compacto, y por lo tanto las bolas
cerradas (que son una base local) son compactas. Tomemos {f,} C £ una sucesién acotada con la
métrica H. Observemos que los subconjuntos compactos Hy, forman una sucesién acotada, por lo
tanto existe el limite en distancia de Hausdorff de una subsucesién de la misma, el cual llamaremos C'.
Tenemos que demostrar que si {H i }n es una sucesién tal que Hy, — C en distancia de Hausdorff,
para algin conjunto C' compacto, C' = Hy para alguna f : [0,1] = R USC.

72



Capitulo 4. Ideas geométricas en el andlisis de datos funcionales y regresién no paramétrica

Sea (z,y) € C'y (zn,yn) € Hy, que converge a (z,y) (existe al menos una ya que Hy, converge en
distancia de Hausdorff a C'), como los Hy, son hipografos y convergen a C tenemos que:

[(w, 0), (x,h’m sup fn(xn))] eC. (4.3)

Observemos que como f,(z,) > yn, tomando limite superior en tenemos que: y < l{im sup fy, (2,,).
Por lo tanto

{(2,2) : 0 <z <limsup f(z,)} C C.
Sea f :[0,1] — R" definida como

x+—— sup lmsup fr(x,).
{zn}izn—x

f esta bien definida ya que {f,} es acotada. Veamos que C' = Hy. Como C es cerrado, por
tenemos que Hy C C. Ademds, si (z,y) € C, y (zn,yn) — (z,y), con (zn,yn) € Hy,, f(x) >
limsup fr(z,) > y, por lo tanto (z,y) € Hy.
Resta ver que f es USC. Supongamos por reduccién al absurdo que existe a tal que limsup,,_,, f(z) >
f(a). Existe § > 0y x,, — a, x, # a para todo n, tal que f(z,) > f(a)+d si n > ng. Por definicién
de f,

f(xn) = sup  limsup fi(zk).

{zr} iz —Tn

Podemos tomar z, — 2, una sucesién (que depende de n), tal que f(x,,) = lim,, ,,, imsup fx(zx).
Sea € > 0, para todo n > ng sea k(n) el minimo k tal que si k > k(n) entonces

‘fk(n)(zk(n)) — lim sup fk(zk)‘ <e.
es decir, si n > ng

| fren) () = f@n)] <&

Pero como zj(,) —+n @ esto contradice que f(x,) > f(a)+d si n > ng. O
Observacién 4.11. Observemos que (€, ] - ||so) no es localmente compacto.
Proposicién 4.12. El espacio (€,H) definido en es separable y completo.

Demostracion. La completitud se sigue de forma inmediata de la compacidad local. Para ver que es
separable consideremos P, el conjunto de todas las particiones de [0, 1] formadas con n elementos
0=29 <x1 <...<oTy_1 =1 donde los x; son nimeros racionales, y P = U, P,. Observemos
que P es numerable. Dada una particion P € P,, y un conjunto qo, ..., q,—1 de niimeros racionales,
vamos a definir una funcién USC constante e igual a ¢; en cada intervalo de la particién P:

9 six €0,21)
i six € (z;,x; 1<i<n—-3
Gn—1 six € (zn—2,1]

méx{¢;, qi+1} six=z; 1<i<n-—2

As{ definida fp es USC y acotada inferiormente. Veamos que el conjunto (numerable) de todas
las funciones definidas de esta forma, al variar la particiéon P y los valores g; es denso en £ con la
métrica H. Sea f USC y acotada inferiormente, y ¢ > 0, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que f es positiva. Tomemos P € P, una particion formada por los puntos: 0 = zp < 1 < ... <
Zn—1 = 1 con z; racionales y tal que max;—o,.. n—1 |Zit+1 — ;| < ¢/2. Por la Proposicién existe
fi = M&X,¢(e, 2., f(x). Tomemos qo, ..., q,—1 nimeros racionales tal que ¢; > fi y ¢; — fi < &/2
para todo i. Para esta particion y este conjunto de niimeros racionales consideremos la funcién fp
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definida en Veamos que H(fp, f) < e. Es claro que fp(x) > f(z) para todo x € [0, 1] con lo cual
Hy C Hy,, de donde H(fp, f) = SUD.ep, d(z,Hy). Sea z = (21,22) € Hy, un punto cualquiera,
existe 0 < ig < m—1tal que z;, < 21 < 241- Seat tal que z;, <t < 3,41y fio = f(t). Observemos
que z2 < f(t) +¢/2 y por lo tanto d(z, Hf) < e. Como z es un punto cualquiera en Hy, tenemos
que Sup_cp, d(z,Hy) <e. O

Veremos a continuacién un lema que nos sera de utilidad mas adelante. El mismo establece que
las funciones continuas son densas, con la métrica de Hausdorff entre hipografos, en el espacio H.

Lema 4.13. Sea f € (€,H), para todo £ > 0 existe g positiva, continua, tal que H(f,g) < €.

Demostracion. Dado € > 0 tomemos P. = {0 = 29 < 21 < ... < z, = 1} una particién de
[0,1] tal que max;—1,...nx; — x;—1 < €. Definimos para i = 0,...,n, g(z;) = limsup,_,,. f(z). Sea
ti = Max,, <z<a,,, f(¥), sea z; € [x;,2541] el mayor de los valores donde se realiza dicho méximo
(podria coincidir con x; 0 ;41). Definimos ¢ en los intervalos [z;, x;+1] como la poligonal que une
los puntos (xi,g(zi)), (ziyt;) y (x¢+1,g(xi+1)), en caso de coincidir (z;,t;) con alguno de los otros
dos, g se define como el segmento de recta que une (:ci, g(:z:z)) con (xi+1,g(xi+1)). Por la forma en
que fue definida g es claro que es continua y que H(f,g) < e. O

4.2. Un algoritmo para el calculo de la distancia

El calculo mediante algoritmos de la distancia de Hausdorff entre conjuntos tiene aplicaciones
en el procesamiento de imagenes digitalizadas y es por lo tanto objeto de estudios recientes. En el
software Matlab la funcién HausdorffDist calcula la distancia de Hausdorff entre dos subconjuntos
de puntos del plano. En|Scharf] (2003) se estudia el caso particular en que los conjuntos son curvas del
plano, parametrizables por funciones racionales. Otra referencia reciente es el trabajo de Nutanong
y otros| (2011)) y el de |Alt y otros| (2003). En este tltimo los conjuntos son simplices de dimensién
k en R%. Veremos primero algunos resultados que nos permitiran luego proponer un algoritmo para
el calculo de la distancia H.

Observacion 4.14. Observemos que si f y g son funciones USC, no negativas, como Hy y H,
son compactos, H(f,9) < dg(0Hf,0Hy) no obstante, atin en el caso en que f y g son continuas, la
igualdad no es cierta en general, ver Figura[{.1]

f

o) 9

e

Figura 4.1: H(f,g) = H(t,g(t)) - (a:,f(x))” mientras que dy (0Hy,0H,) = H(a:,g(x)) — (J;,f(x))”

Veamos, no obstante, que en el caso de funciones USC, la distancia de Hausdorff se realiza en
puntos del borde del hipografo. Méas atn si ambas funciones son continuas dichos punto son de
la forma (t, f(t)) v (u,g(u)) con t,u € [0,1]. Esto nos permitird plantear un algoritmo sencillo de
implementar, de orden n? para aproximar la distancia de Hausdorff entre funciones continuas.
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Lema 4.15. Sean f,g : [0,1] — R no negativas, USC, existen v € 0Hy y v € 0Hy tal que
H(f,9) = [lu—vl|.

Demostracion. Como f y g son no negativas, tenemos que, por definicién de H

H(f,9) =du(Hys, Hy) = maﬂx{ sup d(a, Hy), sup d(b, Hf)}
a€Hy beH,

Supongamos por absurdo que no existen v € dHy y v € 0H, tal que H(f,g) = ||lu — v||. Sean
x = (x1,22) e y = (y1,y2) que realizan la distancia H, es decir H(f, g) = ||z — y||. Como estamos
suponiendo que no se realiza en puntos del borde, x o y tienen que pertenecer al interior del hipografo.
Por ejemplo x € int(Hy), en tal caso 0 < 1 < 1; veremos que d((z1, f(z1)), Hy) > H(f,g). Para
cada t € [0,1] tal que |t — x1| < H(f,g) denotemos u! = (u},ud) y v* = (vi,v) los puntos de
corte de OB(z,H(f,g)) y la recta z; = t, con uh < vh. Como B(z,H(f,g9)) N Hy = 0, y Hy es
un hipografo (es decir si (a,b) € H, entonces el segmento que une (a,b) y (0,b) esta contenido
en Hy) es inmediato que g(t) < ub para todo ¢ € [0,1] tal que |t — 21| < H(f,g). Por lo tanto
B((x1, f(x1)),H(f,9)) N Hy = 0 de donde d((z1, f(z1)),Hy) = H(f,g). Como (z1, f(x1)) € OHf
tenemos que d((ml,f(wl)),Hg) = H(f,g) conduce a un absurdo ya que estamos suponiendo que
x € int(Hy) para todo  tal que H(f,g) = d(x, Hy). d((z1, f(z1)), Hy) > H(f,g) también conduce
a una contradiccién ya que H(f, g) = du(Hy, Hy). Como x ¢ int(Hy) tiene que ser x € 0Hy O

Observacién 4.16. No es cierto en general que si A y B son subconjuntos compactos de R? existen
a€dA ybe dB tal que ||a —b|| = du(A, B) basta tomar B = B(0,1) y A= B(0,1) \ B(0,3/4).

Por el lema anterior sabemos que existen € 0Hy e y € 0H, tal que ||z — y|| = H(f, g), veamos
que los puntos z e y donde se realiza la distancia H(f, g), para el caso en que ambas funciones son
continuas, son de la forma (¢, f(t)) y (s, g(s)).

Proposicién 4.17. Sean f,g : [0,1] — R no negativas, continuas, sean x e y tal que H(f,g) =
|z — y|| entonces existen t € [0,1] y s € [0,1] tal que x = (t, f(t)) e y = (s,9(s)).

Demostracion. Por el lema anterior sabemos que existen x € 0Hy e y € 0H, tal que H(f,g) =
|z —y]|. Por lo tanto basta demostrar que e y son de la forma (¢, f(t)) y (s, g(s)) respectivamente.
Para eso observemos que como f es continua si * € 0H; hay 4 casos posibles (y lo mismo para
y € 0Hy):

1. 2 = (0,z2) con x2 < f(0)
2. z = (1,22) con z3 < f(1)
3. 2 =(x1,0) con 0 < z; <1
4. 0<z <1lyaxs=f(z1)

Veamos que x puede estar Unicamente en el caso cuatro. Es claro que x no pueden estar en el
tercer caso ya que ambas funciones son no negativas. Los casos 1 y 2 se excluyen razonando de la
misma forma que se hizo en el lema anterior para ver que x ¢ int(Hy): supongamos que estamos
en el caso 1 (ver Figura . Observemos primero que B((z1, f(z1)),H(f,g)) N Hy = 0 ya que si
(t1,t2) € B((z1, f(z1)),H(f,g)) N Hy entonces el segmento que une los puntos (t1,0) y (t1,t2) (el
cual estd contenido en H, por ser H, hipografo) intersecta a B(x,H( 1, g)) lo cual contradice que
H(f,g) = du(Hy, Hy). Tenemos entonces que d((z1, f(x1)), Hy) > H(f, g). No obstante como ahora
estamos suponiendo que f es continua no puede ser d(z, Hy) = d((xl, f(ml)),Hg), y por lo tanto
d((z1, f(z1)), Hg) > H(f, g), lo cual nuevamente conduce a una contradiccién. Es decir @ solo puede
estar en el cuarto caso. Razonando de forma andloga se llega a que y solamente puede estar en el
cuarto caso, de donde se sigue la tesis. O
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Figura 4.2: Si = (0, xz2) entonces d(x, Hy) < H(f,g) si z2 < f(0) (0 z2 < f(1) si z = (1, x2)).

Proposicién 4.18. Sean f,g:[0,1] = R no negativas USC, entonces

H(f, g) = méx sup d(z,@Hf), sup d(y,aHg)
{12(11,12)66Hg} {y:(y1yy2)€6Hf}
g(z1)>f(z1) fly1)>9g(y1)

Demostracion. Denotemos d = méax {Sup w=(a1,22)€OH, d(x,0Hy), sup y=(y1,y2)COH d(y,0H, }
{ g(z1)>f(x1) } { Fly1)>g(y1) }
Si H(f,g) = 0 el resultado es inmediato, supongamos H(f, g) > 0. Veremos que H(f,g) < d

Como Hy y H, son compactos tenemos dos casos -
1) existe x € H, tal que H(f,g) = d(z,0Hy), o
2) existe y € Hy tal que H(f, g) = d(y,0H,).

Supongamos que estamos en el primero. Por el Lema m podemos suponer que x = (z1,z3) €
O0H,, en este caso, como H(f,g) > 0y Hy es un hipografo g(x1) > f(x1), por lo tanto x € {:c =
(x1,22) € O0Hy : g(z1) > f(21) } de donde H(f, g) < d. Si estamos en el caso dos, nuevamente por el
Lema [4.15) “ podemos suponer que y = (y1,y2) € 0Hy, como H(f,g) > 0y H, es un hipografo tiene

que ser f(y1) > g(y1), por lo tanto y € {y = (y1,y2) € OHy : f(y1) = g(in } de donde H(f, g) <
La otra desigualdad es inmediata a partir de la definicién de H. D

Observacion 4.19. Observemos que si bien en las hipdtesis del Lema[f.15y de la Proposicién[].18
pedimos que las funciones sean no negativas, es solo a los efectos de simplificar la notacion, basta
que estén acotadas inferiormente.

Si tenemos NS = (t1, f(t1)),- .-, (tn, f(tn)) ¥ XL = (t1,9(t1)), ..., (tn, g(tn)) y asumimos que las
funciones f y g son continuas, la Proposicién nos da un algoritmo sencillo, de orden n? que
permite aproximar H(f, g), simplemente calculamos

H(f, g) = méx max d((ti, g(t:)), N max d((ti, f(t:)), NY }
(£,9) {{i=g(ti)2f'(ti)} (tisg(t): M), {isf (t:)2g(t:)} (ki F(1:)).5)

A partir del Lema si pedimos que méx; |t;41 — t5| — 0 es claro que H(f, g) — H(f,g).

4.3. Aplicaciones practicas a problemas de clasificacion bina-
ria con espectros (de masas o de resonancia magnética).

El espectrometro de masas es un instrumento que permite analizar con gran precisiéon la compo-
sicion de diferentes compuestos quimicos, separando los nicleos atémicos en funcién de su relacién
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masa/carga. Una espectrometria es una funcién que asigna a cada cociente masa/carga el nime-
ro de moléculas encontradas correspondiente a dicho cociente. Trabajaremos con tres conjuntos de
datos, el primero consiste de 216 espectrometrias hechas a un grupo de 216 mujeres, con el fin de
determinar la presencia o no de cancer de ovario. En el segundo tenemos una muestra de 56 espec-
trometrias de café. Tomaremos una muestra de entrenamiento de 28 datos. En dicha muestra 14
corresponden a espectrometrias de la cepa “Arabica” y 14 a la cepa “Robusta”. En la muestra de
testeo tenemos 15 de la cepa “Arabica” y 13 de la “Robusta”. Buscamos clasificar en funcién de la
cepa a la que pertenece. El tercer conjunto de datos consiste de 24 espectros RMN-H de resonancia
magnética, hechas en extractos de tejidos de corazon de ratones a los cuales se les ha suministrado
a la mitad una dieta rica en contenido graso (clase que denotaremos HFD por sus siglas en inglés)
y a los restantes una dieta normal (que constituyen el grupo de control). Dentro de cada grupo 5
son hembras y 7 son machos. Hemos clasificado dicha muestra con el fin de determinar a partir de
una espectrometria el género del ratéon. En una segunda clasificacién buscamos determinar se le ha
suministrado una dieta con alto contenido graso o no.

1) Los valores de masa/carga de la muestra varfan entre 700 y 12.000, y tenemos, para dicho
rango, entre 320.000 y 360.000 valores de la funcién, dependiendo del paciente estudiado. En
la primera grafica de la Figura se representa en negro la espectrometria de una mujer sin
la enfermedad, mientras que en la segunda, también en negro, la espetrometria de una mujer
con la enfermedad. Dado que el método de clasificacién requiere el calculo de la distancia de
Hausdorff entre los hipografos y que esto es computacionalmente muy costoso hemos realizado
algunas modificaciones de los datos. Dado que el algoritmo que definimos asume que las fun-
ciones estan definidas en la misma grilla hemos construido un estimador de Nadaraya-Watson
basado en la muestra, (usando ntcleos gaussianos) y lo evaluamos en una grilla equiespaciada
de N valores. Estos N valores fueron tomados en el intervalo [7.000,9.500] ya que es donde
estan los picos méds altos de la funcién. Hemos asignado el valor 0 a los cocientes masa/carga
cuyo valor funcional es menor que 5. El valor 5 se obtuvo luego de probar con diferentes um-
brales para la eliminaciéon del ruido presente en las espectrometrias originales. El resultado
de dicho procedimiento se muestra en rojo en ambas graficas de la Figura [£.3] Finalmente,
reescalamos cada funcion dividiendo entre su maximo, para llevarlas a funciones a valores en
[0,1]. Esto se debe a que nos interesa més medir la posicién de los picos altos que su la magni-
tud. Cada uno de los 216 datos los hemos clasificado por el método de vecinos més cercanos,
tomando como muestra de entrenamiento toda la muestra excepto el dato a clasificar. En las
tablas se muestran los resultados de la clasificacién para el caso en que N = 20001 , £k =5

y k = 7. Comparando con los resultados obtenidos con las distancias H, || - ||« v L?.

k=5, H k=5, || - [|oo k=5, L*

C | N C | N C N

C | 113 ]| 8 C | 110 | 11 C | 111 | 10

N 9 86 N| 14 |81 N 10 | 85
k=7, H k=7, || - [lo k=7, L*

¢ | N C | N C | N

C | 110 | 11 C | 107 | 14 C | 110 | 11

N 7 88 N | 13 | 82 N 8 87

Tabla 4.1: Cada tabla muestra en la entrada 1,1 el niimero de pacientes con cancer que fueron bien
clasificados, en la 1,2 las pacientes con cancer mal clasificadas. En la entrada 2,1 el nimero de
pacientes sin cancer que fueron mal clasificados, y finalmente en la 2,2 las pacientes sin cancer, bien
clasificadas.

2) Cada espectrometria de café estd compuesta por 286 valores de masa/carga que fueron ajus-
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tados a una grilla equiespaciada en el intervalo [0,1]. Los valores funcionales en dicha grilla
varian entre 6 y 23 aproximadamente. Los mismos fueron reescalados dividiendo entre el maxi-
mo de cada espectrometria. No fue necesario eliminar ruido ni considerar un conjunto menor
que los 286 valores ya que el tiempo computacional de calculo de la distancia de Hausdorff es
bajo. Los resultados de la clasificacién se muestran en la Tabla [1.2]

k=5, H k=5, || - [[oo k=5, L?

Al R Al R A| R
Al15] 0 Al15] 0 Al12] 3
R| 112 R| 0 [13 R[ 2 [11
k=3, H k=3, || - [[oo k=3, L?

Al R Al R A| R
Al15] 0 Al15] 0 Al15] o0
R| 2 [11 R| 112 R| 2 [11

Tabla 4.2: Cada tabla muestra en la entrada 1,1 el niimero de espectrometrias de la cepa “Arabica”
que fueron bien clasificados. En la 1,2 las de la misma cepa, mal clasificadas. En 2,2 el nime-
ro espectrometrias de la cepa “Robusta”’ bien clasificados y en la 2,1 las de la misma cepa, mal
clasificadas.

3) En este caso los espectros estdn compuestas cada uno por 438 valores, la grilla donde se toman
varia entre 0,5 y 4,5, de a incrementos de aproximadamente 0,01. No hemos reescalado los
datos en ninguna coordenada. En las tablas se muestra el resultado de la clasificaciéon por
género, es decir sin distinguir el tipo de dieta que se ha proporcionado. En la [I.4] se muestra
el resultado de la clasificaciéon por dieta. Los valores de k tomados son los que arrojaron en
cada caso mejores resultados.

k=3, H k=3, || - [loo k=3, L*

M| H M| H M| H
M|[12]1 M| 9| 4 M| 9 |4
H| 1 H| 2|38 H[1]9

Tabla 4.3: Cada tabla muestra en la entrada 1,1 el niimero de espectros de RMN bien clasificados,
hechos a machos, en la 1,2 el niimero de mal clasificados, hechos a hembras. En la entrada 2,2 se
muestra el nimero de espectros de RMN bien clasificados, hechos a hembras, finalmente en la 2,1
los mal clasificados, hechos a hembras.
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k=3, H k=3, || - | k=3, L*
HFD | GC HFD | GC HFD | GC
HFD 7 5 HFD 5 7 HFD 5 7
GC 4 7 GC 9 2 GC 5 6

Tabla 4.4: Cada tabla muestra en la entrada 1,1 el niimero de espectros de RMN bien clasificados,
hechos a ratones de la clase HFD (dieta rica en grasas), en la 1,2 el ntimero de espectros mal
clasificados, del grupo de control. En la entrada 2,2 se muestra el nimero de espectros de RMN bien
clasificados, hechas al grupo de control, finalmente en la 2,1 las del grupo HFD mal clasificados.
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Figura 4.3: El primer grafico muestra, en negro, la espectrometria de una paciente sin la enfermedad
y en rojo la funciéon que aproximante sin reescalar. El segundo grafico muestra en negro, la de una
paciente con cancer de ovario y en rojo la funcién aproximante.

4.4. Analisis de la consistencia: condiciéon de Besicovitch

En esta seccién enunciaremos un resultado de consistencia en media cuadratica para el estimador
de la funcién de regresién n basado en el método de vecinos mas cercanos, cuando la variable X
toma valores en el espacio (£, H). Como dijimos al comienzo del capitulo, si bien es posible probar
un resultado general de consistencia para espacios métricos localmente compactos y separables, en el
mismo se pide que los pesos satisfagan una hipétesis (ver hipétesis (iii) del Teorema 3.1 en [Forzani y
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otros| (2012)) dificil de verificar para los estimadores basados en el método de vecinos més cercanos
y kernel. En estos casos, si el espacio es separable, se puede probar la consistencia, bajo la hipdtesis
de que 7 sea acotada y cumpla la condicién de Besicovich, que estudiaremos en profundidad.

Dado un espacio métrico (£,m) y una medida p de Borel, una funcién f medible satisface la
condicién de Besicovich si:

, N ot _
;lg(l)u{weﬂ o (B.5)) /B(w’é)ﬁ(y) f(@)]du(y) >6} 0. (4.5)

Esta condicién, que recuerda en su forma al cldsico Teorema de Diferenciacién de Lebesgue, significa
intuitivamente que el valor de la funcién f en un punto = se puede obtener promediando valores
proximos a x. Observemos que si f es continua se verifica de forma inmediata. En el caso del problema
de regresiéon lo que pediremos es que la misma se verifique cuando f = n y p es la distribucién de la
variable X. La siguiente condicién, (més débil en general), ha sido objeto de estudio en numerosos
trabajos: para todo € > 0

;g%u{x ce: \M(B(lw / St = 1) > } 0 (4.6)

Se puede demostrar fécilmente, usando el Teorema 7.9 en [Folland| (1984)), que si el espacio (£, m)
es separable, localmente compacto y vale la condicion para toda funcién acotada entonces vale
la condicién para toda funcién acotada. Mencionaremos brevemente algunos resultados donde
se dan condiciones para la validez de para toda funcién f integrable:

1) Una condicién suficiente para que se cumpla casi seguramente (es decir cambiando el
limite en medida por el limite casi seguro segin u) es que la medida u sea doblante (ver
Heinonen)| (2001))), esto es: toda bola tiene medida finita y existe una constante C' > 1 tal que
w(B(z,2r)) < Cu(B(z,r)) para todo = y r. Nuevamente la condicién de medida doblante es
dificil de verificar en la practica. Observemos que dicha condicién es impuesta sobre la medida
y no sobre el espacio. Es una condicién muy restrictiva, se puede ver por ejemplo que en
espacios de Banach no existen medidas doblantes finitas (ver [Ruzhansky| (2001)).

2) Otra condicién que garantiza la validez de es que el espacio sea de Vitali. Recordemos que
un espacio métrico es de Vitali si, dada una familia F de bolas cerradas con la propiedad de
que, si para todo a en el espacio inf{r > 0: B(a,r) € F} = 0 entonces existe un cubrimiento
numerable, disjunto, de todo el espacio (a menos de un conjunto de medida nula) con bolas de
la familia. Los espacios de Vitali (y generalizaciones) han sido objeto de estudio de numerosos
trabajos, entre ellos: |[Larman| (1967), [Edgar| (2001)), [Das (2001)).

3) Un resultado ain maés fino que los anteriores, cuya demostracién puede encontrarse [Preiss
(1983) da una condicién equivalente a la validez casi segura de la condicicién . Veamos
antes de dar dicha condicién el concepto de dimension finita de un subconjunto de un espacio
métrico:

Definicién 4.20. Un espacio métrico (X, d) es finito dimensional en un conjunto ¥ C X si
existe un numero natural n y un ndmero real s € (0, +00) tal que

ﬂ B(z,r(z)) =0, (4.7)
TEF
donde § C Y es un conjunto finito que verifica:
1) #F>n
2) r(z) € (0,s)
3) ¢ Bly,r(y)) Ve #y €T
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Un espacio métrico (X, d) es o finito dimensional si es unién numerable de conjuntos respecto
de los cuales X es de dimensién finita.

El estudio del concepto de finitud de un espacio métrico (y mds en general, de dimensién
de un espacio topoldgico) escapa al interés del presente trabajo, no obstante dos referencias
clésicas que abordan en profundidad la tematica son Hurewicz y Wallman| (1948) y |Kuratowski
(1966). En los espacios separables y completos (espacios Polacos), es equivalente que sean o
finito dimensionales a la validez casi segura de (ver [Preiss| (1983)). Si el espacio (€, H)
introducido en fuese o finito dimensional, obtendriamos (dado que es un espacio Polaco)
que vale la condicién (débil) y por lo tanto, como es localmente compacto, la condicién
. Pero esto no es cierto, como se demuestra en la siguiente proposicién:

Proposicién 4.21. El espacio (£,H) definido en no es o finito dimensional.

Demostracion. Supongamos por absurdo que existen conjuntos &;, ¢ € N, tal que &€ = U;&; v € es
finito dimensional en &; para todo i. Como (&, H) es completo es un espacio de Baire, por lo tanto
existe ig tal que int(&;,) # (). Veamos que £ no puede ser finito dimensional en &;,. Tomemos n
un nidmero natural cualquiera y s un real positivo, arbitrarios. Sea f € int(&;,), existe r > 0 tal
que By(f,r) C &;,, donde By denota la bola con la métrica H. Por el lema podemos tomar
g continua y positiva, tal que H(f,g) < r/4. Es decir Bu(g,7/2) C Bu(f,r). Tomemos ng tal que
1/ng < min{r/4,s} y ng > n. Observemos que By __(g,7/2) C Bu(g,7/2), donde B denota la
bola con la métrica del supremo. Vamos a definir en B _(g,7/2) un conjunto § de ng funciones
que verifiquen 1) 2) y 3) de la Deﬁniciénpero que no se cumpla . Supondremos sin pérdida
de generalidad que g(x) —r/2 > 0 para todo x € [0, 1]. Denotemos H, el hipografo de g y su grafico
como H/ es decir:
Hf = {(z,9(x)):0 <z <1}

Consideremos los puntos de H, que distan 1/ng de H, ; :

I = {(x,y) €H,: d((x,y),H;) = l/no}

Es facil ver que dicho conjunto es el grafico de una cierta funcién continua, es decir existe h continua
tal que H,” = I. Por la forma en que tomamos I se tiene que h € By(g,7/2). Consideremos los ng
puntos x; =i/ng con i = 0,...,n9 — 1. §F serd el conjunto de las ny funciones definidas como:

)= g(x;) T =x;
fil@) {h(x) e [0,1]\ ;.

Como g es continua y g(x) — r/2 > 0 tenemos que f; € £ para todo i = 0,...,n9 — 1. Observemos
que f; ¢ Bu(fi,2/(3ng)) para todo j # i. (Ya que H(f;, f;) = 1/no para todo i # j). Definimos
r(fi;) = 2/(3ng) que es menor que s por la forma en que tomamos ng.

Veamos que no se cumple para
1 2

te (35
3n0 3’17,0

L = {(a:,y) €H,: d((x,y),H;) = t},

esto define una funcién g; que cumple que g; € By(fi,r(f;)) para todo i. Con lo cual

definimos

vt € <i l) gi € () Ba(f,r(f))

i
3n0 3TLO fes
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Resultados de consistencia

Enunciaremos ahora el resultado de consistencia para el espacio métrico (£, H) dotado de la sigma
algebra de Borel B asociada a H, siguiendo la notacién e ideas expuestas en |Forzani y otros| (2012).
En este contexto tenemos datos (X1,Y1),...,(X,,Y,) independientes, idénticamente distribuidos,
con la misma distribucién de un vector (X,Y") a valores en £ x R que satisfacen el modelo

Y =n(X)+e,

donde el error ¢ satisface que E(¢|X) = 0 y E(e2|X) = 0? < oo. Al igual que como se hace en
dimensién finita (ver |Stone| (1977) la funcién de regresién n(X) = E(Y]X) se aproxima por

=1

donde los pesos W,,;(X) = Wy (X, X1,...,X,) son no negativos y >, W,,;(X) = 1. En el caso
particular en que
1
Wni(X) = 2 lixier0)s (4.8)
donde X; € k(X) indica que X; es uno de los k datos mas préximos (respecto de H) de X, se obtiene
el estimador por vecinos més cercanos. El siguiente teorema (ver |[Forzani y otros| (2012))) garantiza
la convergencia en media cuadrética de 7,,(X) a n(X) cuando los pesos W,,; son de la forma (4.8)):

Teorema 4.22. Denotemos ux la distribucion de probabilidad de X, supongamos que ux es de
Borel. Supongamos que 1 es acotada y satisface la condicion de Besicovich con = px. Sean
{Whi (X))}, la sucesion de pesos definidos en (4.8), tomemos k,, — oo una sucesion de nimeros
reales positivos tal que k,/n — 0, entonces 0, es consistente en media cuadrdtica, i.e.:

lim E((n(X) fnn(X))Q) = 0.

n—oo

En el caso del problema de clasificaciéon binaria, es decir cuando la variable Y puede tomar
tnicamente los valores 0 o 1 tenemos que n(z) = P(Y = 1|X = ). Si denotamos

L = inf P(g(X Y
g:Egl{O,l} (g( )7£ )7

se puede demostrar (ver Devroye y otros (1996)) que:
L*=P(g*(X) #Y),
donde

0  en otro caso.

{1 si n(z) > 1/2

0 en otro caso

au(e) = {1 si 1 (z) > 1/2

Por otro lado, estimar n(z) en media cuadritica nos garantiza la consistencia de la regla de decisién
anterior ya que (ver Devroye y otros| (1996])):

1/2
P(ga(X) £ V) = 1" <2(Bln(X) —na(0)2) "

Es decir tenemos la consistencia para el espacio (€,H), de la regla de clasificacién basada en el
método de vecinos més cercanos si se verifica la condicion (observemos que aqui 7 es claramente
acotada). Dicho resultado se puede obtener también como consecuencia del Teorema 2 en (Cérou y
Guyader| (2006).
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4.5. Aplicaciones a problemas de regresion no paramétri-
ca (finito-dimensional) con restricciones geométricas de
forma.

Vamos a introducir a continuacion una definicién que es el andlogo para funciones del concepto
de cono convexidad introducido en el capitulo tres para subconjuntos compactos de R%. Nuevamente
vamos a considerar funciones no negativas. Los resultados que presentaremos se pueden generalizar
para el caso de funciones uniformemente acotadas inferiormente.

Definicién 4.23. Sea f : [0,1] — R USC, no negativa, decimos que f es p cono convexa en sentido
estricto si Hy € C,,.

Definicién 4.24. Sea f : [0,1] — R USC, no negativa, decimos que f es p cono convexa en sentido
amplio si existe h > 0 tal que Hf € Cp p.

Asi definidas, es inmediato verificar que las propiedades anteriores son invariantes por traslaciones
de f, es decir si f es p cono convexa también lo sera f + k para toda constante k& > 0.

Proposicién 4.25. Sean p € (0,7), h >0 si
o = {f :[0,1] := R,0 < f, USC, p cono convexa en sentido amplio },

denota el espacio de las funciones p cono convezxas en sentido amplio, USC, no negativas, entonces
el espacio métrico (€, ,H) es localmente compacto, donde H es la métrica .

Proposicién 4.26. Sean p € (0,7), si
& = {f: [0,1] ;= R,0 < f, USC, p cono convexa en sentido estricto },

denota el espacio de las funciones p cono convezxas en sentido estricto, USC, no negativas, entonces
el espacio métrico (€,,H) es localmente compacto, donde H es la distancia definida en .

Observacién 4.27. Si f: S C R* = R es Lipschitz con constante K entonces f es p cono convezra
en sentido estricto con p > 7/2 — arctg(K). El reciproco no es cierto, basta tomar f(x) = /.

Observacion 4.28. Observemos que la convergencia en la métrica H de funciones p cono convezxas,
no implica la convergencia puntual y tampoco es cierto el reciproco. Veamos que esto no pasa con la
convergencia en L':

Proposicién 4.29. Sea f, € £, una sucesion tal que H(f,, f) = 0 para alguna f € &, entonces:
1
fo |fn($) - f($>|d$ —0

Demostracion. Basta probar que d,(Hy, ,Hy) — 0 siendo p la medida de Lebesgue en R?. Obser-
vemos primero que por el Teorema Hy es un subconjunto p cono convexo de R?, de donde,
por la Proposicién w(0Hy) = 0. Por el Teorema du(0Hy,,0Hy) — 0. Por lo tanto que
d,(Hy,,Hf) — 0 es consecuencia inmediata del Teorema 2 de |Cuevas y otros| (2012). O

Veamos ahora algunas proposiciones que relacionan las funciones USC con las funciones p cono
convexas. Las primeras dos nos dan una idea de cémo son los puntos en los cuales no es posible
poner un cono de angulo p en el complemento del hipografo.

Proposicién 4.30. Sea f :[0,1] = R no negativa, USC, sea p € (0,7), si
T, ={ze1):¥ e 81 Cpel(e, fl@) N Hy # 0}, (4.9)

denota el conjunto de los puntos que mo verifican la condicion de p cono convexidad en sentido
amplio. Entonces T, es abierto.
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Demostracidn. Supongamos que p € (0,7) es tal que T}, # (). Veamos que 9T,NT, = 0. Sea x € 9T,
existe x, — « tal que z,, € T¢. Como x,, € TS existe &, € S} tal que Cp ¢, ((zn, f(2n)) C H§ para
todo n. Podemos suponer, pasando eventualmente a subsucesiones, que &, — & con £ de norma 1.
Consideremos el cono C, ¢ ((x,limsup f(x,))). Dado que C, ¢ ((x,limsup f(x,))) es abierto se sigue
que Cp¢((x,limsup f(z,))) N Hy = 0. Observemos que, como f es USC, limsup f(z,) < f(z), si
limsup f(z,) = f(z) entonces € T, lo cual es absurdo. En caso contrario , si limsup f(z,) < f(z)
se tiene que, si (z,t) € Hy entonces el segmento [(z,0), (2,t)] € Hy por lo tanto, C,, ¢((, f(x))NHy =
0, de donde z € T. O

Proposicién 4.31. Sea f : [0,1] = R, no negativa y USC. Entonces,

N 7

0<p<m
es a lo sumo una cantidad numerable de puntos, donde T, es el conjunto definido en .

Demostracion. Por la proposicién anterior sabemos que los conjuntos 7}, son abiertos, es decir son
una unién numerable de intervalos abiertos. Observemos que si p; < p» entonces 1), C Tj,,, por
lo tanto tenemos dos casos: o bien [, p< T, es una cantidad a lo sumo numerable de puntos, o
bien existe (a,b) C No<p<rl),. Veamos que esto dltimo no es posible. Supongamos por reduccién al
absurdo que existe (a,b) C No<p<nl), tomemos a; y by tal que a < a1 < by < by consideremos
el intervalo cerrado [a1,b1] C (a,b). Observemos que como f es USC existen z € [ay,b;] tal que
f(z) > f(x) para todo x € [a1,b1], y t € [0,1] tal que f(¢t) > f(z) para todo = € [0,1]. Veamos
que z € (No<p<nI))®, para eso vamos a demostrar que existe {, de norma uno y p, € (0,7),
tal que Cp. . (2, f(z)) C Hj. Observemos primero que si f(z) = f(t), basta tomar p. = 7y
¢, = (0,1). Supongamos entonces que f(z) < f(t). En este caso, por la forma en que tomamos
z y t es inmediato verificar que el cono que determinan los puntos (a1, f(¢)), (2, f(2)) v (b1, f(¢))
cumple las condiciones requeridas de donde se sigue que z € (No<p<r1},)¢, pero esto es absurdo ya
que z € [a1,b1] C (a,b) C No<perTp. O

Teorema 4.32. Siguiendo la notacion introducida anteriormente,

U &=¢

O<p<m

donde la clausura es tomada respecto de la métrica H definida en[[. 7y € es el espacio definido en
7

Demostracion. Observemos primero que, por la Proposicién como & es cerrado

U &ce

0<p<m

Para ver la otra inclusién sea f € £, vamos a demostrar que para todo € > 0 existe un angulo p,
0 < p <,y una funcién f. € €, tal que H(f., f) < e. La construccién de f. es idéntica a la hecha
para definir fp en@ asociada a una particién P de la forma 0 = zg < 1 < ... < z,_1 = 1. Veamos
que f. es p cono convexa para algin p. Observemos que como f es USC existe, nuevamente aplicando
la Proposicién 1), z € [0,1] tal que sup,cpoq7 f(z) = f(2). Sea m = min=1, p-1[Tiy1 — 4l
por la forma en que fue definida la particién tenemos que m > 0. Tomemos p < arctan(%(z)). Sea
t = (t1,t2) € OHy,, sea i tal que x; < ¢ < ;41. Supongamos primero que ty = f-(¢1). Es claro que
el dngulo que forman los puntos (z;, f(2)), (t1,t2) y (41, f(2)) es mayor o igual que p y el cono
que determinan no intersecta a Hy,. Para los restantes puntos de 0H¢, el cono se construye con el
mismo p, razonando de manera analoga. O
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4.5.1. Algoritmo de construccién de funciones p cono convexas a partir
de una muestra.

Supongamos que tenemos f(t1),..., f(t,) valores de una funcién f : [0,1] = R no negativa, y
USC, tomados en una grilla t; < ... < t,, vamos a construir un algoritmo para obtener una funcién
I [0,1] — R no negativa, continua, y p cono convexa en sentido estricto. Lo que haremos en
esta seccién es explicar dicho algoritmo de manera intuitiva, y demostrar que en el caso en que la
funcién es p cono convexa, coincide con la poligonal que une los puntos (t1, f(¢1)) ... (tn, f(tn)). El
seudocddigo del mismo puede encontrarse en el Apéndice A.

Idea intuitiva del algoritmo

El algoritmo serd definido de manera inductiva. Partiendo de una funcién inicial f° que sera cons-
tante e igual al mdximo de los valores f(t;), iremos obteniendo aproximaciones de f mds finas, ver
M En el paso k la funcién que obtenemos (que denotaremos f*) sera definida como la poligonal
P(ty,t5, ... ,tfn(k), tn) que une ciertos puntos (t1, f(t1)), (5, f(t5)),- .., (t’fn(k), f(tfn(k))), (tns f(tn))
donde t; < th... < tfn (k) < tn €s un subconjunto de la grilla original. Veamos como se construye
dicha poligonal.

INPUT: 0<p<my f(t1), f(t2)..., f(tn) siendo 0 <t < tg < ...<t, <1

OUTPUT: Una poligonal P(t;,t5, ... ,t’:n(k), tn) € €, que une los puntos

(th f(tl))a (tgv f(tlg))v R (t]:n(k)v f(tlncq(k)))a (tna f(tn))y

siendo t; < t’§ <...< tfn(k) < t,, un subconjunto de la particién original. El valor de &k indica
el nimero de la iteracién del algoritmo donde se detuvo y 1 < m(k) <n

IDEA GENERAL: Partimos de f° la funcién constante e igual al maximo de los valores
f(t;). Si dicho méximo se da en cierto ¢;, tenemos una grilla inicial ¢; < ¢;, < t,, que iremos
refinando, agregando puntos t; de la particién original, siempre y cuando al agregarlo se cumpla
la condicién de cono convexidad. Cuando no es posible refinar més la grilla el algoritmo se
detiene dando como resultado una funcién p cono convexa, construida como la poligonal que
une los valores de f en los puntos de la grilla que se obtuvieron.

PASO INICIAL: Tomamos la funcién f° constante e igual al maximo de los valores f(t;).
Supongamos que dicho méximo se da en un punto ¢; tal que t; < t; < t,, definimos t = ;.
Tenemos entonces la grilla ¢1,3,t, e intervalos I} = (t1,t3) v I3 = (t3,t,).

ITERACION: En el paso k > 1 tenemos m(k) intervalos no vacios IF, ..., IT’jl(k) y fE. Defi-
niremos f**! primero en I¥ = (¢;,t5) luego en I}, etc, hasta Iffl(k) = (tm(k), tn). Denotaremos

th =ty tfn(k)ﬂ = ln.
Mientras que 1 < r < m(k)

En IF = (tk,th ), sea |, = argmaxy oy <px | f(t;) (si hay méds de uno tomamos el
menor).

Consideraremos dos conos, con dngulo p y vértice en (I, f(I1)) contenidos en el cono
determinado por los puntos (¢%, f(¢%)), (11, f(I1)) ¥y (tF,4, f(tF, 1)), como se muestra en
la Figura Para construir uno de los conos denotemos u = (¥, f(t¥)) — (I, f(11)),
tomamos t, < t¥ tal que el dngulo que forma el vector (t, f(ts)) — (I1, f(11)) con u es el
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mayor de los dngulos que forma u con vectores de la forma (¢;, f(¢;)) — ({1, f(I1)) siempre
que t; < tFy f(t;) > f(t*). Es decir, de los puntos menores que t* cuyas observaciones
superan f (t’,f), el de mayor pendiente respecto de u (puede ser t; = tf) Consideremos el
cono con vértice en (Iy, f(11)), dngulo p y eje el vector que se obtiene como rotacién de
angulo p/2, en sentido horario, del vector

(tsaf(ts)) — (lla f(ll))
I(ts, f(ts)) = (o, A

o Si dicho cono no corta a la muestra, definimos t<*! = ¢¥, tfii =1, tfjﬁ% =tk v [k
en I¥ como la poligonal que une los puntos, y vamos a IffH.

o En caso contrario, consideramos el cono, construido de forma analoga al anterior, de
dngulo p y vértice (I1, f(11)), cuyo eje se obtiene rotando en sentido antihorario del

vector
(tun f(tw)) — (l1, f(ll))
[(tw, f(tw)) — (o, £
Donde t,, es un punto mayor o igual que t7’f+1 tal que f(ty) > f(t’f,H) y de mayor
pendiente respecto del vector (t5, . f(t%, 1)) — (I1, f(11)).
e T g

o Si dicho cono no corta a la muestra definimos tF™! = tF, ¢ rio = tiig
y f¥ en I¥ como la poligonal que une los puntos, y vamos a I* 1

¢ Si ambos conos contienen puntos de la muestra, buscamos Iy el maximo de f,
menor o igual que f(I1), en I¥. Para I, construimos los conos de forma andloga
a lo hecho para l;. Si ambos conos cortan a la muestra, seguimos con el mis-
mo procedimiento, con I3 etc. La buisqueda de puntos intermedios acaba o bien
porque encontramos un maximo que cumple la condiciéon de que al menos uno
de los conos no corta a la muestra (en cuyo caso vamos a IF 1), 0 bien ningiin
punto cumple dicha condicién y f* se define en I* como la poligonal que une los
extremos del intervalo y vamos a IF, ;.

CRITERIO DE PARADA: Si luego de aplicar la iteracién en el intervalo Iﬁz(k) la funcion

FF*1 que obtenemos es igual a la que tenfamos antes, es decir no agregamos puntos nuevos a
la grilla, el algoritmo se detiene, dando como resultado la funcién f*.

t bty tethzt: &ty tetl bt 1

Figura 4.4: Grafico de las funciones f° en punteado, y f! en linea sélida.
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At+)

Figura 4.5: Grafico de una funcién y el procedimiento de seleccién de puntos. El punto t’,fjrrll se agrega
tras observar que en los conos de la figura no hay més puntos de la muestra. En linea punteada la
poligonal que construye el algoritmo.

Proposicién 4.33. Sea f : [0,1] = R no negativa, USC, y p cono convexa en sentido estricto, sean
N, = (t1, f(t1)), ..., (tn, f(tn)) entonces P = P(ty,...,t,) es p cono convera en sentido estricto.

Demostracion. Consideremos los puntos (t1, f(t1)) v (t2, f(t2)) vy la poligonal P(t1,t2) como se
muestra en la Figura vamos a suponer sin pérdida de generalidad que t1 < to y f(t2) < f(t2).
Como (t1, f(t1)) € OHy existe £ de normal 1y C,¢, (us,) un cono de dngulo p y vértice en el
punto u, tal que Cpe, (us,) C Hj. Observemos que como H¢ es un hipografo, podemos suponer
que (t1,2f(t1)) € Cpe, (us,) ¥ Cpe, (uy,) C Hp. Andlogamente, existe & de norma uno y C, ¢, (uy,)
tal que (t2,2f(t2)) € Cpe,(us,) ¥ Cpe,(wr,) C Hp. El borde de C) ¢, (uy, ) determina dos rectas que

;. fit))

Figura 4.6: P(t1,t2)

llamaremos a; y ap mientras que el de C, ¢, (us,) determina dos rectas que llamaremos by y by, ver
Figura Si el angulo que forma aq con la recta x = t; es mayor o igual que el dngulo que forma
by con la recta x = t5 (observar que como p < 7 y estamos suponiendo que (t1,2f(t1)) € Cpe, (ur,)
y (t2,2f(t2)) € Cpe,(uy,) dichos dngulos son menores o iguales que m/2), para todo z € P(ty,t2)
el cono C, ¢, () paralelo a Cp, ¢, (uy, ), con vértice en z y angulo p verifica que C, ¢, (z) C Hp. Si
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denotamos y1 = a1 N by, y2 = as N by, es claro que, para todo x € P(t1,12) se tiene que

(= 2= ) < cos(),
lyr — )" [ly2 — |
es facil ver que el cono determinado por los puntos yi, x, y2 no contiene puntos de Hp. O

Proposicién 4.34. Sea f : [0,1] = R USC, y p cono conveza en sentido estricto. Sean (t1, f(t1)),. . -,
(tn, f(tn)) observaciones de f. Entonces la poligonal que une los puntos es igual a la funcidn [y que
se obtiene luego de aplicar el algoritmo.

Demostracion. Dado t1 < t; < t,, supongamos que t; no fue seleccionado en el algoritmo, es decir,
th < t; <tk | para algin r. Como (&, f(t;)) € 0H[ existe £ de norma 1y Cp¢((t;, f(t;)) C H¢. Es
inmediato verificar que en este caso, ambos conos que construye el algoritmo a partir de t¥, ¢; y ¢ 11
no cortan a la muestra, y por lo tanto el punto se agrega. O
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Calculo del volumen de algunos conjuntos

Proposiciéon A.1.

a) La funcién de volumen del subconjunto S de R* definido como S = B(0,T)\ C,((0,0)) es

2
(THr)ym=(T+7)73 27”r (T 2 tan(p/2)
3n p 1 2 2 2P
P oTr — rp+ 2T T2 120 50 <r < Ttan(p/2).
(2 ’ tan(p/2)>r+( T —rp+2T)r 47 £ si0<r< Tran(p/?)

b) La funcién de volumen del subconjunto S de R® definido como S = B((0,0,1),1)UB((0,0,—1),1)

es
4 . 8
gm"3 + 6712 4 871 + 3T T € [0, +00).

¢) Consideremos S = [(0,0 1/2 1)] U (0,0,1) es decir el segmento que une los puntos
(0,0,—-1/2) y (0,0, — ) union el punto (0,0, ) obsememos que B(S,1) es el conjunto (d) de
la Figura . La funcidén de volumen de B(S,1) es

4 5 3
gw(l + )3+ 577(1 +7r)2 €0, +00).

Demostracion. Haremos las cuentas de b) y ¢). Veamos b)
B(S,r) = B((0,0,1),1+7) UB((0,0,-1),1+ )

El volumen de B(S,r) se puede calcular como 23 (B((O,O7 1),1+ 7“)) — p3(A) donde ps3 denota

la medida de Lebesgue en R? y A es el conjunto B(((), 0,1),1+ r) N B((O,O7 -1),1+ r). Vamos a
calcular p3(S). Tenemos que calcular una integral triple, la cual haremos mediante un cambio de
variable a coordenadas cilindricas. Tenemos que ¢ = /(1 + )2 — 1. Por lo tanto si @ = pcos(¢),
y = psin(¢) y z = z tenemos que

V(+r)2—p2— t
us(A) 78/ dqb/ dp/ pdz:47r/( (1+7)2=p?—1)pdp
0

89



Apéndice A. Apéndice

haciendo u = (1 4+ 7)? — p? tenemos que —du,/2 = pdp por lo tanto

3/2

us(A) = —27T<g((1 + r)2 — p2) +p? — (1+ r)2) ‘; -

3

-1 2 4 2
- 271'(? - 5(1 +7)® + (1—|—r)2> = gw(l +r)? —2r(14+7)2 + g

Por otro lado 2y (B((o, 0,1),1+ 7’)) = 237(1 4 7)? es decir

pa(B5,1) = Sn(1 4+ 9% = (Sn1+ 1) = 214 72+ 2F) =

4 2 4 8
§7r(1 + )3+ 2r(l47r)? — % = gmﬂ?’ + 6712 4 877 + 37

Veamos la demostracién de ¢). Vamos a calcular puz(B(S,1+ 1)), para eso observemos que
p3(B(S,1+ 7)) = 2u (B((o,o, 1,1+ r)) — 13(0) + (1/2)7(1 + r)?
donde (1/2)7(1 + r)? es el volumen de la parte cilindrica de B(S,1+ 1)y
C =B((0,0,1),1+7r)NB((0,0,-1/2),1+7).
Vamos a calcular p3(C). Para eso haremos un calculo andlogo al hecho para calcular us(A) en b).

Pasando a coordenadas cilindricas, (observemos que en este caso t = /(1 +1)2 — (3/4)2) tenemos
que si = pcos(d) y = psin(@) y z = z se obtiene

/2 t v (147r)2—p2—1/2 t
,ug(C’):8/ d(b/ dp/ pdz:47r/ (VL +7)2—=p%—=1/2)pdp
0 0 0 0

haciendo el mismo cambio de variable que en b), es decir u = (14 7)? — p? obtenemos que

15(C) = —2w(§(<1 L - ) %(pQ — ) ; _ %m P - (1 4 )2

Finalmente 4 3
us(B(S,147r)) = gw(l + r)3 + §7r(1 + r)2 r € [0, +00).

O

A.2. Pseudo cédigo del algoritmo del Capitulo 4

Notacion

m uy, = (t, f(t;)) con 1 <i<n.

= Dados t;; < t;, < -+ < t;, P(tiy,tiy,-.-,t;, ) denota la poligonal formada por los puntos

[ 779 7P P

Funcién auxiliar:

Vamos a definir F'(t;,t;,t) — {0,1} donde t; < t; <ty C {t1,...,tn}.
Denotemos 9t1j = méx{fy,...,0:} donde los 6, son los dngulos que forma el vector u;, — ug; con
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vectores de la forma wu;, — u, y ts5 son observaciones tal que ¢, <ty f(tx) < f(ts). Denotemos t,

el valor en el cual se da dicho méximo, (puede ser t, = t;). Denotemos &; el vector que resulta de

. - . . . y ug,
aplicar la rotacién en sentido anti horario, de dngulo p/2 del vector T i y el cono Oy ¢, (uy;)
g, — ut].
con vértice en ug; y eje el vector ;.
Denotemos 6?7 = méx{6y,...,0,} donde los O son los dngulos que forma el vector u;, — uy, con
tj ’ »Yp i J

vectores de la forma wu;, —us; y ts son observaciones tal que t; <t; y f(t;) < f(ts). Denotemos t,

el valor en el cual se da dicho méximo, (puede ser ¢, = t;). Denotemos 52 el vector que resulta de
utu —

aplicar la rotacién en sentido horario, de dngulo p/2 del vector i ||
utu UtJ

y el cono Cp ¢, (ug;) con
vértice en uy; y eje el vector &s.

Definimos
L] F(ti7tj7tk) =1si Cp,£1 (utj) N {tl, R ,tn} =0Po Cp’gz(utj) N {tl, R 7tn} = 0.

» F(t;,tj,t,) = 0 en caso contrario.

Paso base: Definimos f° = . gaic f(t;). Definimos ¢} = arg max f(t;). Definimos I = (¢y,t})
1 tn 1<i<n

y I3 = (t,t,). Puede pasar que uno de dichos intervalos sea vacio, en cuyo caso t3 =t; o ts =t,

Paso inductivo: Supongamos que tenemos, para k > 1, m(k) intervalos I}, . donde

t 'm(k)7
IF = (t1,t5) y Iﬁl(k) = (tm(k), tn). Denotamos t§ =t y t’:n(k)H = t,, para todo k.

Mientras que m(k) < m(k + 1)
Mientras que r < m(k).
Sea IF = (tF,tk, ), definimos [; = argmax f(t;).
j:t’;‘<tj<t’;+1
o Si F(tF,11,t5 1) =1, definimos ti+ =tk tFHl =14, tff) =tk yr=r+1

o Si F(th 11,tF ) =0, sealy = argmax f(t5).
FE<t <tyytFh

o Si F(tF,ly, 5, 1) =1, definimos t:+1 =tk tFHl =1, tFf) yr=r+ 1.

La iteracién sigue hasta que F(t¥, [, t,+1) =1 para algin [;, en cuyo caso toma-
mos 7 =7+ 1 0 F(tF,1;,t%, ) = 0 para todo tf <l; <tF,, donde

I, = arg max f(t;) en cuyo caso f¥(z) = P(th,tF ;) en I}, defi-
gitk<ty <tk ti¢{l,lio1}

mmObtr_H—t_Hyr—r—Fl

k=k+1
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